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Aufgabe 1: Figenschaften von Verbinden

Hinweis: Sie kénnen folgende Eigenschaft als gegeben betrachten:

Va,bce M:aCb = (alc)C(bUc) A (aMc)C (bMc) (1)

1.1 Rechenregeln

Beweisen sie die aus der Vorlesung bekannten Rechenregeln:

a) zlz =z
Loésung:
Definition von Supremum: zUz: Va e M :zCaAhzCa = zUz Ca)
Mit a := x gilt somit auch x Cx Az Cax — zUxCx
Zudem gilt z C z U x
Wegen Antisymmetrie folgt x Uz = x

b) zUy=yUx
Loésung:
Definition von Supremum: z Uy : (Va e M:2 CaAyCa = zUyLCa)
Seinumma:=yUzxsogilt (zCyUzAyCyler = zUyCylUax)
— zUyLyUx
Analog folgt aus der Definition von yUz: y Ux Cz Uy

Wegen Antisymmetrie gilt somit Uy =y Uz

c) zU(yUz)=(zUy)Uz

Losung:
Schritt 1 - Beweise z U (y U 2) C (x Uy) U 2:

z):(VaeM:2Can(yUz)Ca = azU(yUz)Ca)

Definition von Supremum: z U (y U 2) C
C(xUy)UzA(yUz)C(zUy)Uz = zU(yUz)C (zUy)Uz2)

Sei nun a := (z Uy) U z so gilt

Da y C (z Uy) folgt aus (1): (yUz)C(zUy)Uz
Damit hat man (trueAz C (zUy) Uz = a2U(yUz) C (xUy)U2)
Ausz C (zUy) und (z Uy) C (x Uy) U 2 folgt wegen Transitivitit: x C (zUy) Uz

Daraus folgt (true = z U (yUz)C (zUy)Uz2)
— zU(yU2)C (zUy)U2)

Schritt 2 - Beweise x Ll (y U z) J (x Uy) U 2: Analog

d zNax=x

Loésung:

Definition von Infimum: z Mz : (Vae M :aCaxAalx = aCzNx)
Mit a := x gilt somit auch x Cx Az Cx —= xCzxMNx

Zudem gilt x Mz C x

Wegen Antisymmetrie folgt z Mz = x
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e) zMNy=yNz
Losung:
Definition von Infimum: 2 My: Va e M :aCxAaCly = aC xMNy)
Seinumna:=yMNzsogilt (yNzCaoAyNaly = yNaCaMNy)
= yMzCxlMy

Analog folgt aus der Definition von y Mz: xa My CyMax
Wegen Antisymmetrie gilt somit c My =yUzx
f) aN(yNz)=(zNy)Nz

Loésung:
analog (benutze dualen Verband)

1.2 Distributivitdt

Verbande sind im allgemeinen nicht distributiv. Zeigen Sie welche der folgenden Aussagen immer gelten oder
finden Sie ein entsprechendes Gegenbeispiel.

a) zMyUz)C(zMNy)U(xMz2)
Loésung:
T

xMN(yUz)C(zNy)U(zMz)
=zNTCLlLUl=xC_L

L

Allgemeiner Hinweis: Ein Verband ist immer genau dann nicht distributiv, wenn er einen Unterverband
enthélt welcher isomorph zu einem der beiden folgenden Verbénde ist:

b) 2N (yUz) d(xzNy)U(xMz)
Loésung:
Esgilt yCyllz
Somit folgt aus (1) mit a :=y,b:= (yUz),c:=x:
yUzC(yUz)Uz A yMNeC(yUz)Ne
= yMNzC(yUz)Nx
Wegen Kommutativitit gilt y Mz =zMNyund (yUz)Nz=aM(yUz2)
Somit gilt auch x My C x M (y U 2)

Analog folgt x Mz C M (yU 2)

Per Definition des Supremums gilt
zNy)U(znNz):VMaeM:(zNy)Can(zNz)Ca = (zMNy)U(xMNz)Ca)
Mit a := M (y U 2) folgt

(zNy)San(yUz) A (zNz)CazN(yUz) = (zNy)U(zMNz) CzMN(yUz))
— (true = (zMNy)U(xMz)CTaN(yUz))

— (zNy)U(zNz)CzN(yUz)

c) zU(yMz)C(zly)MN(zlz2)
Losung:
Analog zu z M (yUz2) 3 (zNy) U (x M 2).
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d) zU(yMNz) J(zUy)N(zU2)

Loésung:
Siehe Beispiel aus 2 M (yUz) C (zMNy) U (M 2).

Aufgabe 2: Infimum und Supremum

Gegeben sei eine Menge M = {a,b,¢,d,e, f,g,h,i,j} zusammen mit der Relation C: M x M. Weiterhin gelte
aCe al fbCficCecCg dCieCh fCh fCigCi, gCj.

2.1 Halbordnung

e Wenn L eine Halbordnung auf M ist, welche anderen Beziehungen in C miissen mindestens zusétzlich
gelten? (Welche Paare miissen in Relation zueinander stehen)

Losung:

—reflexiv: {mCm|meM}=aCa, bCb ...,jCj
— transitiv: (@CeAelCh = aCh), @aC fAfCh = aCh), (@l fA fg a
Ch

c

C i),
h),

GESfANfFERh = bCR), P fAfET = DL, (cCeAne
(cCgAgLi = ¢cCi),(cCgAgCj = cLCj)

— E
- = C
e Fiigen Sie nun noch {T, L} mit ihren bekannten Bedeutungen als grosstes und kleinstes Element der

Menge M hinzu. Zeichnen Sie anschliessend das zugehorige Hasse-Diagram fiir die Halbordnung. Ist diese

Halbordnung auch ein Verband? Begriinden Sie.

Losung:

2.2 Bestimmung von Supremum und Infimum

Bestimmen Sie nun folgende Elemente sofern sie existieren oder erkléren Sie warum sie nicht existieren kénnen.

a) hmi b) (aUb)Uc c¢)al(cUd) d)alec e)all(bUc)

f) (ale)Ud g)hnj h) cud i) | Ha,c, d}

Losung:

a) A:hMNi=fVve b) A:fUc=hVi c)ali=i¢ d) A:alc=eVi e) A:bUc=hVi
fy Ataldc=eVi g)c h) i i)

Aufgabe 3: Produkt und Summe von Verbdinden

Eine Menge von Verbénden endlicher Héhe V; kann zu einem neuen Verband kombiniert werden.

Als Produkt der einzelnen Verbénde, wobei LI, N komponentenweise berechnet werden.

Vix..xV, = {(z1,.2n) |z €V}

Als Summe der Verbinde. wobei (i,2) C (j,y) < i=j Az Cy gilt.
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3.1 Héhe des Produkts

Zeigen oder widerlegen Sie, dass fiir die Hohe des Produkts folgende Aussage gilt:
Hohe(Vy x ... x V) = Hohe(V7) + .. + Hohe(V;,)

Lésung:
Allgemein gilt: (a1, ..,ar) C (b1,..,bg) <= a1 S by A...Aap C b

n=1:

Hohe(V;) = Hohe(V;)

n—n+1:

Sei V" = V) x ... x V,, so gilt: Héhe(V"™) = Hoéhe(V7) + .. + Hohe(V,,) = h*

Zu zeigen ist Hohe(V"™ x V,,41) = Hohe(V™) + Hohe(Vy41) = h* + hyy1

Aus Hohe(V™) = h* folgt: Juy,...,vp- € V™ Vi € [1.(R* — 1)] : v; C 41 Av; # 0541

Aus Hohe(Vy,11) = hpyq folgt: Jwy, ..., wn, ., € Vig1 1 Vi € [L(hng1 — 1))t wi E wigr Aw; # wig
(Notation: Sei x = (x1, .., z,) dann ist z|y = (1, .., Zn,y))
So gilt nun vy |wy C ve|wy C ... C vpx|wy E vpx|we E ... C vpes
— Kin Pfad der Linge h* + h,,41 existiert in V" x V11

whn+1

Zu zeigen: Es gibt keinen Pfad der ldnger ist.

Sei x1,..,x, nun ein Pfad mit k > A* +hppy = I >0:k=h"+hpp1 +1

Va; € x1..05_1 : x; C Tit1

Wenn z; C x; 41 mit x; = (a1, .., ¢pt1) und ;41 = (b1, .., bpy1) so gilt

di € [1..n—|— 1] ca; Cb;

Da Hohe(V™) = h* existieren maximal h* Elemente mit ¢ € [1..n] und a; C b;

= Es gibt £ — h* Elemente mit ¢ = n + 1 fiir die gilt ap4+1 C byp41

= Hoéhe(V,41) > k—h*=h*4+hpp1+l—h* =hpp1 +lmit 1 >0

— Widerspruch = Annahme ist falsch = Es gibt keinen Pfad mit k > h* + h, 1

3.2 Héhe der Summe

Zeigen oder widerlegen Sie, dass fiir die Hohe der Summe folgende Aussage gilt:
Hohe(Vy + ... + V) = max(Hohe(V;), .. , Hohe(V,,))

Lésung:
Fir V=Vi+.+V, gt V(i,z),(Jy) €eV:(6z)C(jy) < i=jAzCymitzecV,undyeV,.

— Es konnen nur Ketten aus Elementen mit identischen Indizes i = j gebildet werden. Andere Elemente sind

unvergleichbar.

= FEine Kette in V besteht nur aus Elementen (i, zx) mit xx € V;
= Jede Kette in V hat eine zugehorige Kette in V;

= Hohe(Vy + ... + V,,) = max(Hohe(V7), .., Hohe(V,,))

Aufgabe 4: Fizpunkte

4.1 Ungewohnliche Fizpunkte

a) Bestimmen Sie einen Verband (L,C) und eine Funktion f : L — L, die mehrere Fixpunkte, aber keinen

kleinsten Fixpunkt, besitzt.
Losung:

T
Sei f:V — Vmit f(T) =1, f(L) =T, fla) = a,
f(b) = b (Bem.: { ist nicht monoton).

1

b) Bestimmen Sie einen Verband (L, C) und eine monotone Funktion f : L — L, die einen kleinsten Fixpunkt
(

)
| besitzt, so dass aber | |7, f™(L) # L.

Loésung:
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Sei der nicht endliche Verband (N°°, <) mit der Funktion f(x) = x4 1. f ist monoton mit oo als kleinsten
Fixpunkt. | |>°, f™(L) # oo, da er durch Iteration nie erreicht werden kann.

4.2 Gleichungssysteme fiir Ungleichungen

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass Fixpunkte zur Berechnung der kleinsten Lésung von bestimmten Glei-
chungssystemen verwendet werden koénnen. Das funktioniert auch fiir Ungleichungen.

Sei V ein Verband endlicher Hohe, x; Variablen und f; : V™® — V monotone Funktionen. So lésst sich ein System
von Ungleichungen in ein System von dquivalenten Gleichungen umformen.

z1 T fi(zr,..,zp) — r1 = x N fi(x, .., o)

T C fn(xla-wxn) Tp xnl_lfn(xl;--axn>

Zeigen oder widerlegen Sie die Giiltigkeit dieser Aquivalenz.

Losung:
Es reicht zu zeigen: t Cy < z=zMy

= :EsgiltzCy

Definition von Infimum: x Ny : Ve e M :aCzxAaly = aC xzMy)
Seinuna:=zxzsogitzeCaANexly = xzCzMNy

< true = xCzly

<~ zLCzxzMNy

Zusammen mit z My C x folgt x =z My

— :Esgiltx =aNy
Weiterhin gilt e My CaxAzMNyCy
Daraus folgt unmittelbar z C y



