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Aufgabe 1: Figenschaften von Verbinden

Hinweis: Sie kénnen folgende Eigenschaft als gegeben betrachten:

Va,bce M:aCb = (alc)C(bUc) A (aMc)C (bMc) (1)

1.1 Rechenregeln

Beweisen sie die aus der Vorlesung bekannten Rechenregeln:

1.2 Distributivitdt

Verbénde sind im allgemeinen nicht distributiv. Zeigen Sie welche der folgenden Aussagen immer gelten oder
finden Sie ein entsprechendes Gegenbeispiel.

a) zM(yUz) C (zMNy) U (zM2)
b) zM(yUz) 3 (zMy)U(zM2)
¢) zU(yMN2) C(zUy)N(zUz2)
d) zU(yMNz) 3 (zUy)N(zUz2)

Aufgabe 2: Infimum und Supremum

Gegeben sei eine Menge M = {a,b,c,d, e, f,g,h,i,j} zusammen mit der Relation C: M x M. Weiterhin gelte
age7agf7bgf7cge7cEg7dEi7eEh7fghifgi7ggiﬂggj'

2.1 Halbordnung

e Wenn L eine Halbordnung auf M ist, welche anderen Beziehungen in C miissen mindestens zusétzlich
gelten? (Welche Paare miissen in Relation zueinander stehen)

e Fiigen Sie nun noch {T, L} mit ihren bekannten Bedeutungen als grosstes und kleinstes Element der
Menge M hinzu. Zeichnen Sie anschliessend das zugehorige Hasse-Diagram fiir die Halbordnung. Ist diese
Halbordnung auch ein Verband? Begriinden Sie.
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2.2 Bestimmung von Supremum und Infimum

Bestimmen Sie nun folgende Elemente sofern sie existieren oder erklidren Sie warum sie nicht existieren kénnen.

a) hi b) (aUb)Uc c¢)al(cUd) d)alUc e)al(bUc)
f) (aUc)Ud g)hMj h) cUd i) | {a,c,d}

Aufgabe 3: Produkt und Summe von Verbdinden

Eine Menge von Verbénden endlicher Hohe V; kann zu einem neuen Verband kombiniert werden.
Als Produkt der einzelnen Verbénde, wobei LI, M komponentenweise berechnet werden.

ix.xV, = {(x1,..,zn) | x; € V;}

Als Summe der Verbénde. wobei (i,2) C (j,y) <= i=j Az C y gilt.

Vit Vo = (@) |z e Vi\{T, L}}U{T, 1}

3.1 Héhe des Produkts

Zeigen oder widerlegen Sie, dass fiir die Hohe des Produkts folgende Aussage gilt:
Hohe(V; x ... x V,,) = Hohe(V;) + .. + Hohe(V,)

3.2 Héhe der Summe

Zeigen oder widerlegen Sie, dass fiir die Hohe der Summe folgende Aussage gilt:
Hohe(Vy + ... +V,,) = max(Hohe(V;), .. , Hohe(V,,))

Aufgabe 4: Fixpunkte

4.1 Ungewdéhnliche Fixpunkte

a) Bestimmen Sie einen Verband (L,C) und eine Funktion f : L — L, die mehrere Fixpunkte, aber keinen
kleinsten Fixpunkt, besitzt.

b) Bestimmen Sie einen Verband (L, C) und eine monotone Funktion f : L — L, die einen kleinsten Fixpunkt
| besitzt, so dass aber | |2, f™(L) # L.

4.2 Gleichungssysteme fiir Ungleichungen

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass Fixpunkte zur Berechnung der kleinsten Ldsung von bestimmten Glei-
chungssystemen verwendet werden konnen. Das funktioniert auch fiir Ungleichungen.

Sei V ein Verband endlicher Hohe, x; Variablen und f; : V™® — V monotone Funktionen. So lsst sich ein System
von Ungleichungen in ein System von dquivalenten Gleichungen umformen.

X1 n f1($1, ..,Jtn)

X1 E f1($1,..,$n) @ X1

Tn T folz1,..,20) Tn = Tp N falz, .., zn)

Zeigen oder widerlegen Sie die Giiltigkeit dieser Aquivalenz.



