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1 Ratsel: Der reiche GroBvater

Wir beginnen zum Aufwérmen damit, nicht-triviale Aussagen zu beweisen. Zeigen Sie, dass
gilt:
Wenn jeder arme Mann einen reichen Vater hat,
dann gibt es einen reichen Mann mit einem reichen Grofsvater.
theorem "(Vx. — rich x — rich (father x)) — (Jy. rich y A rich(father(father y)))"
(solution)

Hinweise:

a Gibt es iiberhaupt einen reichen Mann?

w Uberlegen Sie sich den Beweis erst auf Papier und versuchen Sie ihn dann moglichst
analog in Isar zu formulieren!

m Sie werden in jedem Fall Fallunterscheidungen brauchen.

2 Cantors Theorem

Sie sollen nun Cantors Theorem beweisen; dieses sagt aus, dass es keine surjektive Funktion
von einer Menge auf ihre Potenzmenge geben kann. Formalisiert:

theorem "3S. S ¢ range (f :: ’a = ’a set)"
(solution)

Dabei bezeichnet range f die Wertemenge einer Funktion.
Hinweise:

m Der Knackpunkt des Beweises ist das Finden der richtigen Menge S. Versuchen Sie es
erstmal alleine, erinnern Sie sich (falls bekannt) an das sogenannte Cantor’sche Diago-
nalverfahren. Ansonsten versuchen Sie ihr Gliick im Internet, der Name der Ubung sollte
Hinweis genug sein. ;-)

® Auch hier sollten Sie sich Thren Beweis erst auf Papier iiberlegen und dann méglichst
analog in Isar tibertragen.

m Falls Sie eine Aussage wie b € range f haben, ldsst sich daraus unmittelbar ein x auswahlen
(“obtainen”), so dass b = f x gilt, da die Regel rangeE: [b € range f; Ax. b = f x =
P] = P als Eliminationsregel in allen Taktiken des automatischen Schliefsens existiert.
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3 Rekursive Datenstrukturen

In dieser Ubung soll eine rekursive Datenstruktur fiir Bindrbdume erstellt werden. Aukerdem
sollen Funktionen iiber Bindrbdume definiert und Aussagen dariiber gezeigt werden. Dazu
diirfen Sie auch automatische Taktiken, z.B. auto verwenden. Und denken Sie daran: Recursion
18 proved by induction!.

Zuerst definieren Sie den Datentypen fiir (nichtleere) Bindrbdume. Sowohl Blétter (ohne Nach-
folger) als auch innere Knoten (mit genau 2 Nachfolgern) speichern Information. Der Typ der
Information soll beliebig sein, also arbeiten sie mit Typparameter ’a.

datatype ’a tree = ...

Definieren Sie jetzt die Funktionen preOrder, postOrder und inOrder, welche einen ’a tree in
der entsprechenden Ordnung durchlaufen:

fun preOrder :: "’a tree = ’a list"
where —

fun postOrder :: "’a tree = ’a list"
where —

fun inOrder :: "’a tree = ’a list"
where —

Definieren Sie nun eine Funktion mirror, welche das Spiegelbild eines ’a tree zuriickgibt.

fun mirror :: "’a tree = ’a tree"
where —

Seien xOrder und yOrder, beliebig ausgewahlt aus preOrder, postOrder und inOrder. For-
mulieren und zeigen Sie alle giiltigen Eigenschaften der Art:

lemma "x0Order (mirror xt) = rev (yOrder xt)"

Definieren Sie die Funktionen root, leftmost und rightmost, welche die Wurzel, das dufierst
links bzw. das aufserst rechts gelegene Element zuriickgeben.

fun root :: "’a tree = ’a"
where —

fun leftmost :: "’a tree = ’a"
where —

fun rightmost :: "’a tree = ’a"
where —

Beweisen Sie folgende Theoreme oder zeigen Sie ein Gegenbeispiel (dazu kann man u.a. quickcheck
verwenden). Es kann notig sein, erst bestimmte Hilfslemmas zu beweisen.

theorem "hd (preOrder xt) = last (postOrder xt)" (solution)
theorem "hd (preOrder xt) = root xt" (solution)

theorem "hd (inOrder xt) = root xt" (solution)

theorem "last (postOrder xt) = root xt" (solution)

theorem "hd (inOrder xt) = leftmost xt" (solution)

theorem "last (inOrder xt) = rightmost xt" (solution)

Und hier noch ein etwas komplizierteres Theorem.

lemma "(mirror xt = mirror xt’) = (xt = xt’)"
(solution)
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