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1. Welche der folgenden Aussagen sind richtig, welche falsch? (H)

[x—~int, y—bool] - (x + 3 <= 17) || (not y) :: bool

(a
(

b) Im Kontext [x+ bool] ist true == x ist ein typkorrekter Ausdruck.

d

(e) Der Typ eines Wertes v liele sich auch so definieren:

)
)

(c) E0 * (x - P][x—5, y—=tt]=0

(d) Jeder Ausdruck e hat in jedem Kontext I" hochstens einen Typ 7.
)

type(v) =7 gdw. Thov:uT
(f) Es gibt keinen Kontext I' mit
F'{var x = x; z :=x }; { var y = x; if (y) then z := 5 else skip } /

(g) Wenn I'F ¢/ und (¢, o) =1 (¢, ¢/) mit ¢/ :: T und '+ ¢’ /, dann auch o :: T
(h) Wenn I' ¢/ und o :: T', dann gibt es ¢ und ¢’ mit (¢, o) —1 (¢, o’).

Losung:

(1a) Das hingt vom Syntaxbaum des Ausdrucks ab. Durch die geéinderte Grammatik gibt es
zwei mogliche Syntaxbéume:

((x +3) <=17) || (not y) und (x + (3 <=17)) || (not y)

Im linken Fall gilt die Aussage, obwohl fiir + und || keine Typregeln definiert wurden —
diese sind nur syntaktischer Zucker und damit automatisch abgedeckt. Ohne syntaktischen
Zucker schreibt sich dieser Ausdruck wie folgt:

not ((not ((x - (0 - 3)) <= 17)) && (not (mot y)))
Der Ableitungsbaum im Typsystem miisste fiir diesen Ausdruck aufgestellt werden.
Im rechten Fall gilt die Typaussage nicht, weil int + bool nicht typisierbar ist.

(1b) Falsch. true == x ist zwar ein Ausdruck, aber nicht typkorrekt. e; == ey ist syntaktischer
Zucker fiir (e; <= e3) && (ea <= e1). Nach den Typregeln fiir <= miissen e; und es den
Typ int besitzen.
Wollte man Gleichheit auch fiir boolesche Ausdriicke, gibt es zwei Mo6glichkeiten:
i. Explizite Produktion fiir == in Exp. Dann briduchte man dafiir auch eine eigene Typregel
I'ke oo I'keyiir
I'ke; == ey :: bool

und entsprechend auch eigene Semantikregeln, Beweisfiille etc.



ii. Man fiiht zwei Ersetzungsmoglichkeiten fiir e; == es ein:
(e1 <= e3) && (es <= e71) und (e1 && e2) || ((not e1) && (nmot e3))
Dann ist es aber unmdglich, mit == einen eindeutigen Syntaxbaum zu beschreiben. Erst
ein Typcheck konnte ,,unsinnige* Syntaxbdume eliminieren.
(1c) Falsch. Wegen € x - y][x—=5, y—tt] = Lgilt £[0 * (x - Y] [x—5, y—tt] = L.
0 ist fiir * (wie false fiir &%) nicht mehr ein absorbierendes Element.
(1d) Richtig. Formal: Wenn ' e:: 7und '+ e :: 7/, dann 7 = 7.
Beweis. Normal briuchte man Regel-Induktion iiber T' F e :: 7 (7’ beliebig). Fiir unser
einfaches Typsystem reicht aber Fallunterscheidung;:
e Fille TNum, TMiNus, TTIMES:
Zu zeigen: Wenn I' e :: 7/ (wobei e =n, e = e1 - ez oder e = e * eg), dann int = 7.
Beweis durch Regelinversion.
e Fille TTrRUE, TLEQ, TAND, TNoOT: Analog mit bool.
e Fall TVAR: Zu zeigen: Wenn I' -z :: 7/ und I'(z) = 7, dann 7 = 7.

Beweis: Durch Regelinversion gilt I'(z) = 7. O
Typsysteme, die jeder syntaktischen Einheit héchstens einen Typ zu weisen, heiflen mono-
morph.

(le) Falsch. Wie in (1d) gezeigt, ist der Typ eines Ausdrucks zwar eindeutig, aber hier wird
wieder Syntax mit abstrakten Werten vermischt. v ist aus Z + B, kein Ausdruck. Richtig
wiire z.B. type(v) = 7 gdw. T =V~ [v] =2 7.

(1f) Richtig. Aus den Typregeln ergeben sich folgende widerspriichliche Bedingungen:

e Im vorderen Block muss die lokale Variable x wegen der Initialisierung den gleichen
Typ wie die globale Variable x haben. Wegen z := x muss z den gleichen Typ haben
wie die lokale Varialbe x. Insgesamt: I'(z) = I'(x)

e Da die lokale Variable y des zweiten Blocks als Bedingung auftaucht, muss sie den Typ
bool haben. Wegen der Initialisierung mit der globalen Variable x gilt also: I'(x) = bool.

e Wegen z := 5 muss gelten I'(z) = int.

(1g) Falsch. Dies ist die Umkehrung zur Erhaltung der Zustandskonformanz (Lem. 24). Gegen-
beispiel:
[x—intlF 2z := 04/, [x—int] I skip v/, [x—0] :: [x—int]
und (x := 0, [x—>tt]) —1 (skip, [x+> 0]), aber nicht [x— tt] :: [x— int].

(1h) Falsch. Dies ist nur fast das Fortschrittslemma 23. Fiir den Fall ¢ = skip gilt es nicht.

2. Ausgaben (H)

Erweitern Sie die Sprache Whilep um Ausgaben:

(a) Ergénzen Sie die Syntax um eine neue Anweisung print e fiir Ausgaben.

(b) Passen Sie die Typ-Regeln an. Sowohl Zahlen als auch Wahrheitswerte sind als Ausgabe
erlaubt.

(c) Andern Sie die Big-Step-Semantik, sodass die neue Auswertungsrelation (c, o) |, o’ die
Anweisung ¢ im Anfangszustand o zum Endzustand ¢’ auswertet, wobei die Liste der
Ausgaben o entsteht.

(d) Passen Sie auch die Small-Step-Semantik an Ausgaben an. Unterscheidet sie sich in der
Ausdrucksméchtigkeit von der Big-Step-Semantik?

(e) Ist die erweiterte Sprache typsicher? Begriinden Sie!
Loésung;:

(2a) Man braucht nur die Anweisungssyntax zu erweitern:
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¢ == skip|x :=e|c1; co|if (e) then c¢; else ¢y | while (e) do c|
{ var z = e; ¢ }|print e

Com

(2b) Neue Typregel:

I'kFewor
TPRINT: ————————
't print e/
(2c) Man muss jede Regel anpassen — auch erst einmal fiir Whiley:
Ele]o=w
SkipYq: (skip, o o Ass:
st (skip >UH BS (x := e, o) 4y olx— ]
/ / "
c1, O o ca, O o
SEQgsi < 1 >‘U01 < 2 >l},02

(c1; c2, o) Vo410, O

Ele]o=tt (e1, o) o o
(if (e) then c; else c3, o) | 0’

IFTTY:

Ele]o =1 (ca, o) o0’
(if (e) then c; else ¢y, o) o0’

IFFFQ:

Ele]o =1
(while (e) do ¢, o) | o

WHILEFF{q:

Ele]o=tt (e, o) Yo, 0 (while (e) do ¢, 0') o, 0”
(while (e) do ¢, o) o, 410, 0

WHILET T{:

Ele]o=wv (e, alx—]) oo

({var z = e; ¢ }, o) Yo o[z 0(x)]

0 .
BLOCKgg:

Die neue Regel fiir print e:
Ele]o=v
(print e, o) |y o

o ..
PRINTRg::

(2d) Auch die Small-Step-Relation (¢, o) % (¢/, ¢') muss komplett angepasst werden. Uber dem
Pfeil steht jetzt die Ausgabe des aktuellen Schritts (als maximal einelementige Liste).

g — 5 =
AssSy: [[E]]U 7 PRINTSy: le] U[v 7
(x := e, o) — (skip, o[z v]) (print e, o) 1 (skip, o)
Loy S (o & =tt
SEQ1% e, o) O <C,1 7) —  IFTTS: le]o ;
{e1; 2, o) = (ch;5 e, o) (if (e) then ¢; else ca, o) — (c1, 0)
Ele]o =1

IFFFYy: |

SEQ2§s: (skip; ¢, o) = (¢, o) [
(if (e) then ¢; else ¢z, o) — (c2, 0)

WHILES: (while (e) do ¢, o) A (if (e) then c; while (e) do c else skip, o)

Ele]o=w (e, olz—]) > (d, o)

{var z =e; ¢}, 0) > ({ var z = V7! [o'(x)]; ¢ ¥, o[z o(x)])

BLOCK1{g:
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Ele]o # L

BLOCK2{: i
({ var = = e; skip }, o) — (skip, o)

Jetzt muss man auch die Semantik durch Ableitungsfolgen anders definieren. Eine endliche
Ableitungsfolge (co, o0} <3 (c1, o1) 3 ... 5" (¢n, 04,) fassen wir nun mit (¢, o) 3* (¢, o)
zusammen, wobei o = oy ++ 01 ++ ... 0,_1. Entsprechend verkiirzen wir eine unendliche
Ableitungsfolge (co, ) 23 (c1, 1) 3 ... auf (co, op) >, wobei 0 = 09 ++ 01 ++.. ..
Big- und Small-Step-Semantik sind jetzt nicht mehr gleich ausdrucksstark: Die Ausgaben
nichtterminierender Programme sind in der Small-Step-Semantik ausdriickbar; in der Big-
Step-Semantik gibt es nur Nichtableitbarkeit, aber keine Unterscheidung der generierten
Ausgaben.

Ja, die neue Sprache ist typsicher. Der Typsicherheitsbeweis mit Fortschrittslemma, Erhal-
tung der Zustandskonformanz und Subject Reduction lésst sich leicht um die neuen Félle fiir
print e ergidnzen. Die zusédtzlichen Ausgaben in allen Regeln werden von Typsystem und
Konformanz ignoriert und fithren auch keine neuen Bedingungen in den Small-Step-Regeln
durch die Hintertiir ein.

3. Typsicherheit mit der Big-Step-Semantik (U)

Typsicherheit ldsst sich auch fiir eine Big-Step-Semantik zeigen, in dieser Aufgabe fiir Whiler:

(a)

(b)
()

Andern Sie die Auswertungsrelation so, dass eine Anweisung mit einem Zustand statt zu
einem Endzustand auch zu einem speziellen Fehlerwert Err auswerten kann. Fiigen Sie nun
fiir jede Regel, die einen Typcheck (implizit) durchfiihrt, eine neue Regel fiir den Fehlerfall
hinzu. Vergessen Sie auch nicht Propagationsregeln fiir den Typfehler Err.

Zeigen Sie, dass typkorrekte Programme von konformanten Zustdnden aus nie Typfehler
erzeugen: Wenn I' - ¢/, 0 : T und (¢, o) |} &, dann ¢’ # Err und &’ :: T

Vergleichen Sie diesen Ansatz, Typsicherheit einer Sprache zu zeigen, mit dem Small-Step-
Ansatz aus der Vorlesung.

Loésung:

(3a)

Unterscheidung in korrekte Auswertung OK ¢ und Typfehler Err:
(5, 24 -CComx ¥ x (OK X + {Err})

Normale Regeln der Big-Step-Semantik mit der Variablenkonvention & € (OK X + {Err}):
Ele]o=v
(x := e, o) OK (olz—])

SKIPL: (skip, o) | OK o Assig:

{e1, o) 4 OK o’ <02, a'> &

(c1; ¢y o) 4 5"

SEQ%S:

Ele]o=tt (e1, o) | &

(if (e) then c; else ¢, o) |} &’

IFT TR

EleJo=&  {cg, o) |0
(if (e) then c; else ¢, o) |} &

IFFFL:

Ele]o =1

WHILEFFZE..:
P (while (e) do ¢, o) J OK o
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Ele] o =tt (¢, o) || OK ¢’ (while (e) do ¢, o') | 5"

WHILETTE.:
BS (while (e) do ¢, o) | "

Ele]o=v (e, olrr]) |} OK o
({ var z = e; ¢ }, o) | OK (¢'[z— o(z)])

T .
BLOCKgg:

Anmerkung zu den Anderungen: Ergebnisse miissen immer die Form OK o oder Err
haben. Wenn das Resultat einer Regel weiterverarbeitet werden soll (in weiteren Pramissen
wie SEQEs und WHILETTgg oder durch Anderung des Zustands wie in BLockgg), dann darf
dies nur bei normaler Auswertung OK ¢ moglich sein und der Zustand o muss aus OK o
yausgepackt® werden.

Und jetzt noch die ganzen Regeln fiir Typfehler (keine vergessen!):

Ele]o =1 1, Err
AssERr: L] o SEQERR: e, o) ¥
(x := e, o) Err (c1; co, o) Err
T, Ele]o ¢ B
(if (e) then ¢; else cy, o) | Err
WHILEER Ele]o ¢ B WHILEER®: Ele]o=tt (¢, o) | Err
(while (e) do ¢, o) | Err (while (e) do ¢, o) || Err
Ele]o=L Ele]Jo=v (¢, olx—wv Err
BLOCKERR!: le] BLockEE: le] (e, | b

({ var © = e; ¢ }, o) | Err ({ var z = e; ¢ }, o) || Err

(3b) Diese Aussage beinhaltet im Wesentlichen den Beweis zur Zustandskonformanzerhaltung
bei Small-Step (Lem. 24).

Zu zeigen: Wenn (¢, o) | ' mit I' - ¢/ und o :: T, dann ist ¢’ von der Form OK ¢ mit
o T.
Beweis. Regel-Induktion iiber (¢, o) || ¢’ (I" beliebig). Wegen der nichtterminierenden Regel
WHILET T ist dies die einzige Beweismoglichkeit.
e Fille SkipLy, WHILEFF [¢: Trivial.
e Fall Asslq: Beweis analog zur Zustandskonformanzerhaltung bei Small-Step (Lem. 24).
e Fall AssEi®: Aus I' F o := e / erhélt man durch Regelinversion (TAss) ein 7 mit
I'(z) = 7 und I' F e = 7. Zusammen mit o :: I' gilt nach Lem. 22: £Je]o # L.
Widerspruch zur Fallannahme € [e] o = L.
e Fall SEqQfy: Induktionsannahmen:
(i) Wenn ' - ¢; / und o :: T', dann ist OK ¢’ von der Form. .. naja, ist ja schon von der
Form. Wir erhalten allerdings noch ¢’ :: T.
(ii)) Wenn I' F ¢2 4/ und ¢’ :: T, dann ist " von der Form OK ¢” mit ¢” :: T
Zu zeigen: Wenn I' - ¢1; ¢ 4/ und o :: T, dann ist " von der Form OK ¢” mit ¢” :: T.
AusT'F ¢y; 2/ erhélt man I' - ¢; / und I' F ¢y y/ durch Regelinversion (TSEQ).
Mit o :: T folgt nach Induktionsannahme (i), dass ¢’ :: T' (hier benétigt man den Erhalt
der Zustandskonformanz). Aus Induktionsannahme (ii) folgt dann direkt die Behauptung.
e [all SEQggR: Induktionsannahme: Wenn I' - ¢; v/ und o :: T', dann ist Err von der Form
OK ¢’ mit ¢’ :: T.
Zu zeigen: Wenn I' - ¢1; ¢2 4/ und o :: ', dann ist Err von der Form OK o’ mit o’ :: T
Regelinversion auf I' - ¢1; co +/ liefert I' - ¢1 /. Damit kann man die die Induktionsan-
nahme anwenden, die eine absurde Aussage liefert, und eine absurde Aussage ist so gut
wie jede andere.
e Fall WHILET T g: Induktionsannahmen:
(i) Wenn I' - ¢ y/ und o :: T', dann ist OK ¢’ von eben der Form und o’ :: T.
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(i) Wenn I' - while (e) do c¢+/ und ¢’ :: T, ist ” von der Form OK ¢”/ mit ¢/ :: T.
Zu zeigen: Wenn I' - while (e) do ¢4/ und o :: T, ist " von der Form OK ¢ mit
o T
Aus T'Fwhile (e) do ¢4/ folgt I' F ¢ /. Mit Induktionsannahme (i) erhélt man wieder
o’ :: T. Induktionsannahme (ii) liefert die Behauptung.
Dieser Fall ist dhnlich zu SEqQLg, braucht aber die Induktion iiber (¢, o) | &’ fiir die
Induktionsannahme (ii), deren Anweisung nicht kleiner ist als die Konklusion.

e Fall WHILEER*: Aus Lem. 22 folgt mit I' - e :: B (Regelinversion TWHILE) und o :: T,
dass & [e] 0 = v mit v € B. Widerspruch zur Fallannahme € [e] o ¢ B.

e Fille WHILEER®, BLockEE™?: Analog zu SEQER®.

e Fille IFTTLy, IFFF g, IFEE®: Analog zu while.

e Fall BLockig: Analog zur Erhaltung der Zustandskonformanz in Lem. 24. Induktionsan-
nahme braucht I' beliebig.

e Fall BLockjE*: Analog zu AssERr. O

(3c) Typfehler werden in der Small-Step-Semantik durch Blockieren modelliert. Bei Big-Step ist
dies nicht moglich, da Nichtableitbarkeit auch durch Nichttermination entstehen kann.
Vorteile Big-Step:

e Intuitiverer Ansatz, da Typfehler explizit modelliert werden.
e Beweis insgesamt einfacher, da kein Fortschritts- oder Subject-Reduction-Lemma gezeigt
werden muss.
Nachteile Big-Step:
e Massive Verdnderung an der Semantik nétig, i.d.R. doppelt so viele Regeln (und damit
auch Beweis-Fille in jedem Beweis iiber die Big-Step-Semantik.

e Typfehlerregeln sind semantisch irrelevant, weil fiir typkorrekte Programme nie anwend-
bar. Deswegen gehoren sie auch nicht in die Semantik.

e Keine Kontrolle, ob wirklich alle Typfehlerregeln eingefiigt wurden.
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