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1. Welche der folgenden Aussagen sind richtig, welche falsch? (H)

(a) (if (true) then x := 18 else [|); (y := 42; []) ist ein Kontext.
(b) Wenn (¢, ¢) 31, dann D[c]o = L.
(¢c) Wenn Kj [¢] = K3 [c], dann K = K.
(d) Wenn (¢, o) =1 (¢, o), dann (K [c], o) =1 (K [¢], o).
)

(e) D[] ist surjektiv.
Losung:

(la) Falsch. Ein Kontext kann per Definition nur ein Loch enthalten.

(1b) Richtig. Wenn (¢, o) 31, dann gibt es kein o’ mit (¢, ¢) -3 (skip, ¢’), also nach Thm. 37
auch kein ¢’ mit D [c¢] o = ¢’. Damit bleibt also nur D [c] o = L.

(1c) Falsch. Gegenbeispiel: K1 =[]; ¢, K2 = ¢; [], wobei ¢ beliebig.

Die Kontextfiillfuntion _[_] ist also nicht injektiv im ersten Argument, aber im zweiten:
Wenn K [c1] = K [eg], dann ¢; = ¢2. Beweis: Induktion iiber K.

Auflerdem gilt: Wenn K [c] = K3 [] fiir alle ¢, dann gilt K7 = K.

Beweis: Induktion iiber K7 (K2 beliebig), dann jeweils Fallunterscheidung iiber Ko und
geeignete Wahl von c fiir die unmoglichen Fille.

(1d) Falsch. Beispiel: K = if (true) then [| else skip, c=x := 1.

Dann (¢, o) —1 (skip, o[x+>1]), aber nur (K [c], o) =1 (x := 1, o).

(le) Falsch. Nicht jede Funktion ist berechenbar, jedoch sind alle durch While-Programme
ausdriickbaren Funktionen berechenbar. Dies kann man mit einem einfachen Kardinalitéts-
argument beweisen, oder auch mit der Unentscheidbarkeit des Halteproblems. Sind die
semantischen Objekte so definiert dass es keine gibt, die nicht schon syntaktisch Sinn machen,
so spricht man von Universalitdt.

2. Programméquivalenz (H)
Verschiedene Semantiken fithren zu verschiedenen Aquivalenzbegriffen fiir Programme. ¢; und c;
heilen dquivalent bzgl. der
Big-Step-Semantik wenn fiir alle o, o’ gilt, dass (c1, o) | ¢/ gdw. (c2, o) || ¢';
Small-Step-Semantik wenn fiir alle o und o’ gilt,
dass (c1, o) =1 (skip, o’) gdw. (¢2, o) =1 (skip, o) und dass (c1, o) 31 gdw. (c2, o) 3;
denotationalen Semantik wenn D [ci] = D [e2].

c1 und ¢z heiflen beobachtungsgleich beziiglich einer Menge M von Kontexten, falls K [¢;] und
K [c2] semantisch dquivalent sind fiir alle Kontexte K € M.



(a) Vergleichen Sie die verschiedenen Aquivalenzbegriffe der Semantiken.

(b) Finden Sie eine (méglichst kleine) Menge von Kontexten, fiir die beobachtungsgleiche
Programme auch semantisch dquivalent sind.

(¢) Fir welche M sind dquivalente Programme beobachtungsgleich?

(d) Zeigen Sie, dass folgende Programme dquivalent sind:

while (not x == 1) do if (odd(x)) then x := (x * 3) + 1 else x := x div 2
und
while (not x == 1) do if (not odd(x)) then x := x div 2 else x := (x * 3) + 1

wobel a; div as bzw. odd(a) ein neuer arithmetischer bzw. boolescher Ausdruck mit
folgender Semantik sei:

0 falls Aag] o =0

di =
Al il {m&zyﬁ: | sonst

Blodd(a)] o = (A[a] o ungerade)

Losung:

(2a) In einer fritheren Aufgabe haben wir schon gesehen, dass die semantische Aquivalenz bei
Big-Step- und Small-Step-Semantik fiir unsere einfache While-Sprache gleich ist. Thm. 37
zeigt, dass auch die denotationale Semantik fiir diese Sprache den gleichen Aquivalenzbegriff
liefert.

(2b) Wihle M = {[]}.

(2¢) Dies gilt fiir alle M — das ist der Kern der Kompositionalitit.
Beweis: Sei K € M und D [¢;1] = D [cz]. Dann folgt mit Thm. 38:

DK [a]] = K[K]D[a] = K[K] D [eo] = D[K [e2]]
(2d) Am einfachsten ist der Beweis iiber die denotationale Semantik mit dem Kontext
K =while (not x == 1) do |]

Dann muss man nur noch die Aquivalenz des Schleifenrumpfes zeigen, was aber einfach
durch Ausrechnen geht.

Hétte man keine denotationale, kompositionale Semantik zur Verfiigung, wére der Beweis we-
sentlich aufwindiger. Bei der Big-Step-Semantik briuchte man zwei Regel-Induktionen iiber
die Big-Step-Semantik, bei der Small-Step-Semantik miisste man eine Bisimulationsrelation
finden, die unter den einzelnen Schritten abgeschlossen ist.

Anmerkung: Ublicherweise ist Beobachtungsiquivalenz und semantische Aquivalenz nicht das
gleiche. In der Regel verlangt man fiir Beobachtungsiquivalenz, dass die erhaltenen Programme
geschlossen sind, d.h. weder von Eingaben abhéngen und nur endlich viel Information ausgeben.
Bei unserer While-Sprache sind solche Einschrinkungen aber nicht einfach zu realisieren, mit
den Exceptions und Continuations sihe das schon wieder anders aus. Bei funktionalen Sprachen
nimmt man als Kontexte nur solche, die zu einem Wert auswerten - dadurch kann man ggf. zu
anderen Aquivalenzbegriffen als semantischer Aquivalenz kommen.

3. Nichtdeterminismus (U)

Die Sprache Whiley p erweitert While um den nichtdeterministischen Auswahloperator ¢; or co.
In der Vorlesung haben wir bereits die Big-Step- und Small-Step-Semantiken darauf erweitert,
hier sollen Sie nun eine denotationale Erweiterung entwickeln.
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Statt hochstens eines Endzustandes sind nun beliebig viele Endzustédnde mdéglich. Die Bedeutung
eines Programms &ndert sich dementsprechend von einer partiellen Funktion auf Zustidnden
(X — ) zu einer Funktion, die einen Anfangszustand auf eine Menge moglicher Endzustéinde

(X = PB(X)) abbildet.

(a) Passen Sie die Definition von D [_] entsprechend an. Definieren Sie auch D [¢; or ca].

(b) Fiir den Fixpunkt benétigen Sie auch eine neue Approximationsordnung C:

fEg gdw. Vo. f(o) Cg(o)
Was miissen Sie neu zeigen, um die Existenz und Eindeutigkeit des Fixpunkts zu garantieren?
(c) Berechnen Sie D [skip or while (true) do skip].
(d) Reformulieren Sie das Addquatheitstheorem. Gilt es immer noch?
(e) Wiederholen Sie Aufgabe 2a fiir die Semantiken von Whileyp.
(f)

f) Definieren Sie eine Funktion 7[_] :: Com = B(X), die die Menge der Zusténde berechnet,
fiir die die {ibergebene Anweisung immer terminiert.

Losung:
(3a)
D [skip] = Ao. {0}
D]z := a] = X\o. {olz— Ala] o]}
D [[Cl 5 CQ]] =D [[61]] oD IICQ]]
D[if (b) then c¢; else c2] = IF (B[b], D[ci], P [ea])
D[while (b) do ] = FIX(Af. IF (B[b], foDlc], Ao.{c}))
Dlec1 or co] = D[er] UD [eo]
wobei

(fog)o)= S egl@)t= U o)

o’eg(o)

f(o) falls p(o) = tt
g(o) falls p(o) =ff
(fug)(o) = flo)Ug(o)
(3b) Man muss die Anwendbarkeit des Knaster-Tarski-Fixpunktsatzes (Thm. 33) zeigen:
o (X = P(X),C) ist eine ccpo
o F(f)=IF(B[b], foD[c], Ao. {o}) ist monoton und kettenstetig.

Lemma: (X = B(X), ) ist eine ccpo.

Beweis. (B(X),C) ist eine ccpo mit | |Y = [JY. C iibertrégt die ccpo C punktweise auf

den Funktionenraum. Das ist dann immer auch eine ccpo mit (| |Y) (o) = |{ f(o)|f € Y },
O

wie wir in der Vorlesung gesehen haben (Lemma 41).
Lemma: F' ist monoton und kettenstetig. Der Beweis verlduft ganz analog zu Thm. 34.

(3¢)

D [skip or while (true) do skip] (o)
= (D[skip] U D [while (true) do skip])(o)
= D[skip] 0 UD [while (true) do skip]o
={o }UFIX (\f. IF (B [true], f o D[skip], Ao. {0 }))
={o}UFIX(\f. IF(Ao. tt, fo(Ao.{a}), Ao.{c}))
={o}UFIX(\f. f)={oc}tuLl={0o}
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(3d) Wenn (¢, o) |} o/ oder (¢, ¢) = (skip, ¢’), dann ¢’ € D[] o.
Wenn ¢’ € D[] o, dann (¢, o) |} o’ und (¢, o) =1 (skip, o).
Auch in Whilexp gilt, dass (¢, o) |} o/ gdw. (¢, o) 31 (skip, ¢') (vgl. Vorlesung). Damit
muss man wie in der Vorlesung nur den Beweis beziiglich der Big-Step-Semantik neu
durchfithren: Induktion iiber die Big-Step-Semantik bzw. Induktion iiber c¢. Die Beweise
verlaufen entsprechend!

(3e) Aus dem Adédquatheitstheorem von 3d folgt, dass semantische Aquivalenz bei denotationaler
Semantik und bei Big-Step-Semantik das gleiche ist. Semantische Aquivalenz bgzl. der Small-
Step-Semantik ist feiner als semantische Aquivalenz beziiglich der anderen Semantiken, da
sie auch potenzielle Nichttermination berticksichtigt.

Beispiel: ¢; = skip, ¢o = skip or while (true) do skip. Es gilt D[ci] o = {o } und
D[e2] o = {0} fiir alle 0. Somit D [¢;] = D [ca], aber {(ca, o) =31 und {(c1, o) 1.

T[skip] = X
Tz = a] =X
Tlers 2] ={oeTla]|Plei] o C Tlez] }
T[if (b) then c¢; else o] ={o|(BbJo=tt = o€ T[aa]) N(B[b]Jo =fF = o€ Tlez2]) }
T[while (b) do ] = FIX(AM.{o|B[bJo=tt = o€ T[] AD[c]Jo CM})
Tler or co] = Tlai] N Te2]

In der bisherigen Form konnte die denotationale Semantik nicht ausdriicken, dass ein
Programm fiir einen Anfangszustand eventuell nicht terminiert. Mit der Funktion 7] ldsst
sich dies aber ausdriicken. Damit kann man dann auch die denotationale Semantik eines
Programms c¢ zu einer Funktion ¥ = (B(X) x B) erweitern, wobei das boolesche Flag angibt,
ob c fiir den iibergebenen Anfangszustand immer terminiert.

Fiir den Fixpunkt miisste man eigentlich wieder nachweisen, dass er existiert. Da (B(X), C)
eine ccpo ist, braucht man nur die Monotonie und Kettenstetigkeit des Funktionals

AM)={co|B[b]o=tt = o€ T[]AD[c]oc C M}

nachweisen.

Die folgenden Beweise sind nur der Vollstindigkeit halber und nicht fiir die Ubung selbst. A
ist nur kettenstetig, wenn der Schleifenrumpf endlich nichtdeterministisch ist, d.h., wenn
o € T|[c], dann ist D [c] o endlich. Unter dieser Annahme lisst sich Kettenstetigkeit leicht
zeigen:
e Monotonie: Sei M C N. Zu zeigen: A(M) C A(N).
Sei also ¢ beliebig mit Bb]oc =tt = o € T[c] AD[c] C M. Dann gilt auch wegen
M CN,dass B[bjo =tt = o€ T[c]AD][c] C N, also 0 € A(N).
o Kettenstetigkeit:
Kettenstetigkeit gilt nur, wenn immer terminierende Programme hoéchstens endlich viele
mogliche Endzustéinde haben. Wir nehmen also an: Wenn o € T [c], dann ist D [c] o
endlich.
Sei Y # () eine nichtleere Kette. Zu zeigen: A (JY) CU{AM)|M €Y }.
Sei also 0 € A (JY).
— Fall B[b] o = ff: Da Y nicht leer, gibt es ein M € Y.
Somit 0 € A(M), also 0 € U{A(M) | M €Y }.
— Fall B[b] o = tt: Dann gilt nach Voraussetzung, dass ¢ € T[c] und D[c]Joc C Y.
Damit ist nach Annahme D [¢] o endlich. Da Y eine nicht-leere Kette ist, gibt es
damit ein M € Y mit D [c] o € M. Zusammen mit o € T [c] folgt, dass o € A(M).
Damit folgt die Behauptung direkt.
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Zum Beweis des endlichen Nichtdeterminismus ist allerdings die Infrastruktur aus der
Vorlesung zu schwach: Man briuchte dafiir bereits eine Form von Fixpunkt-Induktion iiber
A, die aber erst nach dem Nachweis der Kettenstetigkeit moglich ist. Allerdings ist A eine
monotone Funktion auf (P(X), C), was ein vollstéandiger Verband ist. Damit lisst sich der
Fixpunkt FIX (A) auch als (/{ M | A(M) C M } definieren (vgl. z.B. Winskel, Kap. 5.5),
der nur die Monotonie von A bené&tigt.
Damit lésst sich dann auch der endliche Nichtdeterminismus durch Induktion iiber ¢ zeigen:
e Fille skip und = := a: Trivial.
e Fall ¢1; co:
Induktionsannahmen: Fiir i = 1,2 und alle o gilt: Wenn o € T[¢], dann ist D [¢;] o
endlich.
Zu zeigen: Wenn o € Tc1; c2], dann ist D [cr; c2] endlich.
Aus 0 € Tler; ¢2] folgt, dass 0 € T[ei] und Dei]o € Tlez]. Also ist D[ei] o
endlich. Nach Definition gilt D [e1;5 co] 0 = Uyreppe,)o P [c2] o', dies ist also eine endliche
Vereinigung. Es reicht also zu zeigen, dass D [cz] o’ fiir alle o’ € D [c;] o endlich ist. Dies
folgt aber aus der Induktionsannahme, da D [c¢i1] o C T [e1].
e Fall if (b) then c; else c¢9:
Induktionsannahmen: Fiir ¢ = 1,2 gilt: Wenn o € T[¢;], dann ist D [¢;] o endlich.
Zu zeigen: Wenn o € T[if (b) then ¢; else 3],
dann ist D [if (b) then ¢; else cz] o endlich.
— Fall B[b] o = tt: Dann gilt nach Definition von T[], dass ¢ € T[e1]. Nach In-
duktionsannahme ist damit D [¢;] o endlich. Mit D [if (b) then ¢; else 3]0 =
D [c1] o folgt die Behauptung.
— Fall B[b] o = ff: Analog
e Fall while (b) do ¢
Induktionsannahme I: Fiir alle o gilt: Wenn ¢ € T[], dann ist D [c] o endlich.
Zu zeigen: Wenn o € 7T [while (b) do ¢] = FIX(A), dann ist D [while (b) do c]o
endlich.
Beweis durch Fixpunktindution {iber vollsténdigen Verbénden:
Sei also o beliebig mit o € A(FIX (A) N { o’ |D[while (b) do c] o’ endlich}).
Zu zeigen: D [while (b) do c]o ist endlich.
— Fall B[b] 0 = ff: Dann ist D [while (b) do c]o = {o}, also endlich.
— Fall B[b] o = tt:

Nach Voraussetzung von o ist also o € T [c] und
Dc]o C FIX (A)N{o’'|D[while (b) do c] ¢’ endlich}

Daraus ergibt sich die Induktionsannahme II:
Fiir alle o’ € D[c] o ist D [while (b) do c] o’ endlich.
Wegen o € T[] ist nach Induktionsannahme I D [¢] o endlich. Wegen

D [while (b) do c]Jo = U D[while (b) do c]o’
o’€D[c]o

geniigt es damit zu zeigen, dass D [while (b) do c] ¢’ fiir alle ¢’ € D [c] o endlich
ist. Dies ist aber die Induktionsannahme II.
e Fall ¢; or co:
Induktionsannahmen: Fiir ¢ = 1,2 gilt: Wenn o € T [¢;], dann ist D [¢;]] o endlich.
Zu zeigen: Wenn o € T[c; or cgf, dann ist D [c; or ¢ o endlich.
Aus 0 € T[er or co] folgt, dass o € T[e1] und o € T[ez]. Damit sind D [¢1] o und
D [e2] o endlich. Also auch D [e¢; or ca] o =D [eci] o UD [ez] o.
Den endlichen Nichtdeterminismus miissen wir hier nicht nur aus beweistechnischen Griinden
fordern, sondern obige Definition fiir 7 wird falsch wenn wir unendlichen Nichtdeterminis-
mus zulassen. Angenommen, wir haben einen Befehl x := randNat() mit der Semantik
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D[z := randNat())] o = {o[z— n] | n € N}. Betrachte die Schleife ¢/
while (not x == 0) do (if (x <= -1) then x := randNat() else x := x - 1)

mit Bedingung b und Schleifenrumpf ¢. Es ist 7 [c] = X und

D[] o = {{U[X'_)n] |ne N} fallso(x) <0
{o[x—0o(x) —1]}  sonst.

Beachte, dass D [c] o fiir o(x) < 0 stets unendlich ist und damit nie Teilmenge einer endlichen
Menge. Damit erhalten wir folgendes Funktional

AM)={o|o(x)=0VD[c]oc C M}

mit den Iterationen (die offensichtlich alle endliche Mengen sind)

AYQ) =0

AY(0) = {o | o(x) = 0}

Ay ={o|o(x) =0Vo(x)=1}
A3)={o|o(x)=0Vo(x)=1Vo(x)=2}
A D) ={o|o(x) €{0,...,i—1}}.

Also ist T[] = U;enA'(®) = {0 | o(x) € N}, obwohl die Schleife fiir alle Eingaben
terminiert, also T[] = ¥ gelten miisste. Beachte auch: Es gilt A(T[¢']) = %, das heif3t
Usen A%(0) ist kein Fixpunkt von A.
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