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4 Ein Compiler fiir While

Reale Rechner verarbeiten Assembler-Code und keine Syntaxbidume. Sprachen wie While sind damit
nicht direkt auf einem solchen Rechner ausfiithrbar, sondern miissen iibersetzt werden. Die Regeln der
Big-Step-Semantik (und auch der Small-Step-Semantik) lassen sich beispielsweise direkt in Prolog-
Regeln konvertieren, die ein Prolog-Interpreter ausfithren kann. Der fiir die Regeln spezialisierte Inter-
preter fiihrt dann das Programm aus, {ibersetzt es also in eine Ausfiihrung des Programms auf einem
konkreten Rechner. Dabei wird aber das auszufithrende Programm selbst nicht in eine fiir den Rechner
geeignetere Darstellung iibersetzt.

Direkter geht es, wenn man einen solchen Rechner und seine Instruktionen selbst formal modelliert und
einen Ubersetzer (Compiler) fiir While-Programme schreibt, der semantisch #quivalente Programme
erzeugt. In diesem Abschnitt wird dieser Ansatz fiir ein sehr abstraktes Modell eines solchen Rechners
fiir die Sprache While ausgearbeitet.

4.1 Ein abstraktes Modell eines Rechners ASM

Der abstrakte Rechner hat einen Speicher fiir Daten und eine Liste von Befehlen, die er abarbeitet. In
unserem einfachen Modell reichen drei Assembler-Befehle (zusammengefasst in der Menge Asm), zwei
zur Kontrollflusssteuerung und eine Datenoperation.

Definition 8 (Instruktionen in ASM).

ASSN z Aexp Zuweisung
JMP k relativer Sprung (k € Z)
JMPF k Bexp Dbedingter, relativer Sprung (k € Z)

Ein Assembler-Programm (ASM) P besteht aus einer unverénderlichen Liste der abzuarbeitenden
Befehle, angefangen mit dem ersten der Liste.

Neben dem Zustand fiir den Variableninhalt gibt ein Programmzdhler an, die wievielte Instruktion
der Liste die nichste ist, die abgearbeitet werden muss. Notation fiir einen einzelnen Ausfiihrungs-
schritt: P F (i, o) — (i, ¢’). Fiir ein gegebenes Programm (Instruktionsliste) P transformiert die
i-te Instruktion in P den Zustand o in den Zustand ¢’ und ¢’ bezeichnet die nichste auszufiihrende
Instruktion. P; bezeichne das i-te Element von P und ist nur definiert, wenn ¢ nicht negativ und kleiner
als die Lange von P ist.

Definition 9 (Semantik von ASM).
Die Semantik P (., _) — (_, _) eines ASM-Programms P ist durch folgende Regeln definiert.

A P, =ASSN = a ] P, =JMP k
SSN: MP:
P (i, a)— (i+1, olersAla] o]) PF (i, o) — (i+F, o)
Pi=JWF kb B[b)o=tt Pi=JWF kb Bb)o=ff
JMPFT: JMPFF:
Pt (i, o) = (i+1, o) Pt (i, o) = (i+k, o)

Wenn i negativ oder grofler als die Linge von P ist, ist keine Ausfithrung moglich.
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Die gesamte Semantik eines Programms P in einem Zustand o ist wieder iiber die maximalen Ablei-
tungssequenzen von (0, o) gegeben; oder aber durch die blockierten Konfigurationen (i, o), die in der

transitiven Hiille P - (i, ¢) — (i, o’) von (0, o) aus erreichbar sind, und die Existenz unendlicher
Ausfithrungen P F (0, o) =5.

Ubung: Welche Konstrukte und Regeln der Assembler-Sprache sind iiberfliissig und kénnten durch
die anderen simuliert werden?

4.2 Ein Compiler von While nach ASM

Sei P ++ P’ die Verkettung der beiden Listen P und P’ und |P| die Linge von P.

Definition 10 (Compiler). Der Compiler von While nach ASM sei durch die Funktion comp definiert:

]

[

[ASSN z a]

= comp(cy) +4 comp(ca)

= [JMPF ky b] ++ comp(c1) ++[IMP kg] ++ comp(cz)
wobei k1 = |comp(cy)| + 2 und kg = |comp(ca)| + 1

comp(while (b) do ¢) = [JMPF (k + 2) b] ++ comp(c) ++[IMP —(k + 1)]

wobei k = |comp(c)]

comp(skip

comp(x := a

comp(er; e

~— — ~— —

comp(if (b) then ¢; else ¢

Beispiel 6.
Das Kompilat des Programms z := 0; while (y <= x) do (z :=z + 1; x := x - y) ist:

[ASSN z 0, JMPF 4 (y <= x), ASSN z (z + 1), ASSNx (x - y), JMP —3]

Fir (if (x <= y) then x :=x +y; y :=X - y; x :=x -y elsey :=x); z := 5ergibtsich
folgendes Kompilat — unabhéngig von der Klammerung der Sequenz im then-Zweig:

[JMPF 5 (x <= y), ASSNx (x + y), ASSNy (x - y), ASSNx (x - y), JUP 2, ASSN y x, ASSN z 5 |

Ubersetzt man if (x <= -1) then x := -1 * x else skip, so erhilt man:
[JMPF 3 (x <= -1), ASSN x (-1 * x), JMP 1]
4.3 Korrektheit des Compilers

Ein Compiler soll die Semantik eines Programms nicht verdndern. Dadurch, dass die Semantik von
While und ASM formal gegeben sind, lésst sich das auch exakt formulieren und beweisen:

e Wenn (¢, o) | ¢’, dann comp(c) F (0, o) = (|comp(c)|, o').

e Wenn es keine Big-Step-Ableitung fiir (¢, o) gibt, dann comp(c) F (0, o) =.

Fiir den ersten Teil benotigen wir folgendes Hilfslemma, das es erlaubt, Instruktionslisten vorne oder
hinten zu erweitern:
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Lemma 11 (Verschiebungslemma).

(i) Wenn P+ (i, o) — (i, o'), dann gilt auch, dass P'++ P+ (i+ |P'|, o) — (i’ + |P’|, ¢/) und

P++ P+ (i, o) = (I, o).
(ii) Wenn P F (i, o) = (i’, ¢'), dann gilt auch, dass P’ ++ P I (i + |P'|, o) = (i’ +|P'|, ¢’) und
P4+ P F (i, o) 5 (i, o).
Beweis. (i) Fallunterscheidung nach P;. (ii) Induktion iiber n, Induktionsschritt mit (i). O

Theorem 12 (ASM simuliert Big-Step). Wenn (¢, o) || o/, dann comp(c) - (0, &) = (Jcomp(c)|, o).

Beweis. Beweis durch Regelinduktion iiber (¢, o) |} o’:

e Fall SKiPpg: Zu zeigen: comp(skip) F (0, ) - (|comp(skip)|, o). Trivial wegen |comp(skip)| =
0.

e Fall Asspg: Zu zeigen: comp(z := a) - (0, o) = (jcomp(z := a)|, oz — A[a] o]).
Beweis: [ASSN z a] F (0, o) — (1, o[z— A[a] o]) nach Regel Assn.

e Fall SEQps: Zu zeigen: comp(cy; ¢2) (0, 0) (lcomp(er; e2)l, o).
Induktionsannahmen: comp(c;) - (0, o) = (Jcomp(c1)|, o) und comp(cz) F (0, ') = (|comp(cz)|, o).

Mit dem Verschiebungslemma 11 folgt aus den Induktionsannahmen, dass

comp(cy) + + comp(cg) F (0, o) N {Jcomp(cy)], o)
comp(c1) + + comp(cz) (0 + |comp(c1)|, ') = (|comp(c)| + [comp(cy)]|, o)

Transitivitit von — liefert die Behauptung.

(0, o) = (Jcomp(c1)|, ¢') und B[b] o = tt.
Zu zeigen: comp(if (b) then ¢; else cp) b+ (0, ¢) — (Jcomp(if (b) then ¢; else c3)|, o).
Beweis mit dem Verschiebungslemma 11:

e Fall IFTTgg: Induktionsannahmen: comp(cy) F

[P (Jcomp(cy)] +2) b] ++ comp(er) +-+[IMP (Jcomp(e)| + 1)] +-+ compl(es) -
0, o) = (1, o) = (14 |comp(c1)|, o) — (2 + |comp(cy)| + |comp(cz)|, o)

e Fall IFFFgs: Analog zu IFTTgs.
e Fall WHILET Tps: Induktionsannahmen: B [b] o = tt, comp(c) F (0, o) = (jcomp(c)|, o’) und
comp(while (b) do ¢)F (0, 0/) 5 (Jcomp(while (b) do c)|, o”).

Zu zeigen: comp(while (b) do ¢)F (0, o) = (|comp(while (b) do ¢)|, o”).
Beweis mit dem Verschiebungslemma 11:

[JMPF (|comp(c)| + 2) b] ++ comp(c) ++[IMP —(|comp(c)| + 1)] +
(0, o) — (1, o) = (Jcomp(c)| + 1, o’) = (0, ¢/) 5 (Jcomp(while (b) do ¢)|, ¢”)

e Fall WHILEFFgg: Induktionsannahme: B [b] o = fF.
Zu zeigen: comp(while (b) do ¢)F (0, o) = (|comp(while (b) do c)|, o).
Beweis mit Regel JMPFF:

[JMPF b (|comp(c)| + 2)] ++ comp(c) ++[IMP —(|comp(c)| + 1)] F (0, o) — (Jcomp(c)| + 2, o) O

Dieses Theorem zeigt, dass es zu jeder terminierenden Ausfithrung in der Big-Step-Semantik eine ent-
sprechende (terminierende) Ausfithrung des iibersetzten Programms gibt. Das Theorem sagt jedoch
nichts iiber nicht terminierende Programme aus: Wir haben den zweiten Teil des obigen Korrektheits-
begriffs — nicht terminierende Ausfithrungen in While terminieren auch in ASM nicht — noch nicht
bewiesen. Da Nichttermination aber in der Big-Step-Semantik nicht direkt ausdriickbar ist, wére ein
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direkter Beweis formal sehr aufwandig. Stattdessen zeigt man iiblicherweise die umgekehrte Simulati-
onsrichtung: Wenn comp(c) F (0, o) = (|comp(c)|, ¢’), dann (¢, o) | ¢’

Fiir diesen Beweis bendtigen wir noch den Begriff der Abgeschlossenheit. Das Verschiebungslemma
erlaubte uns, beliebige Instruktionslisten zusammenzufiigen. Fiir die Riickrichtung miissen wir Instruk-
tionslisten an geeigneten Stellen aufteilen konnen. Dies ist aber nur moéglich, wenn es keine Spriinge
iiber die Aufteilungsgrenze gibt. Abgeschlossenheit ist ein ausreichendes Kriterium dafiir:

Definition 11 (Abgeschlossenheit). Eine Instruktionsliste P heifit abgeschlossen, wenn alle Spriinge
in P nur an die (absoluten) Positionen aus {0, ...,|P|} gehen. Formal: Fiir alle i < |P| mit P, = JMP n
oder P, = JMPF n b gilt: 0 < i+n < |P|.

Beispiel 7.
[JMPF 3 (x <= -1), ASSNx (-1 * x), JMP 1] ist abgeschlossen, nicht aber [JMPF 3 (x <= 5), ASSN x 17].

Lemma 13. comp(c) ist abgeschlossen.

Beweis. Induktion iiber c. O

Lemma 14 (Aufteilungslemma). Sei P abgeschlossen, 0 <1 < |P|undj ¢ {|FRl,...,|Po|+|P]—1}.
Wenn Py4++P++ P + (|Py|+i, o) & (j, ¢'), dann gibt es o*, n; und ng mit n = ny + no,
PF (i, o) 2 (|P|, 0*) und Py4++ P ++ P, F (|Py| +|P|, o*) 23 (4, o).

Beweis. Abkiirzungen: J = { |Py|,...,|Po|+|P| -1}, Q = Py++ P ++ P1.
Induktion iiber n (o und 7 beliebig):
e Basisfall n = 0: Zu zeigen: Wenn (i) Q & (| Py| + 4, o) 9 (4, o’) und (ii) 0 < i < |P|, dann gibt es
o*, ny und ng mit 0 =ny +ng, PF (i, o) 2 (|P|, o*) und Q F (|Py| + | P|, o*) 23 (4, o).
Aus (i) folgt j = |Py| 4+ und o’ = 0. Mit (ii) und j ¢ J folgt ¢ = | P|. Damit folgt die Behauptung
mit ny =0, ny =0 und ¢* = 0.
e Induktionsschritt n + 1:
Induktionsannahme: Fiir alle 0 < i < |P| und o gilt: Wenn Q & (|Py| + i, o) > (j, ¢’), dann gibt
es 0%, ny und ng mit n = ny + ny, P+ (i, o) 3 (|P|, o*) und Q + (|Po| + |P|, o*) 23 (j, o).
Zu zeigen: Wenn (i) Q - (|Py| + ¢, o) s (4, 0’) und 0 < i < |P|, dann gibt es 0*, ny und ng mit
n+1=ny+ny, PF (i, o) 3 (|P|, o*) und Q F (|Py| + |P|, ¢*) 3 (j, o).
Wenn i = |P|, dann wihle ny =0, ng =n+ 1 und o* = 0.
Sei also 0.B.d.A (ii) 0 < i < |P|. Aus (i) gibt es i’ und o” mit Q F (|Py| +1i, o) — (i/, o) 5
(4, o). Aus Q + (|Py| + i, o) — (i, o”) folgt (iii) |Py| < ¢ < |Py| + |P| und (iv) P + (i, o) —
(i" — |Py|, ") durch Fallunterscheidung:
— Fall Assn: Damit Q|p,|+; = ASSN x a, i’ = |Py| +i+1, 0" = o[z Afa] o]. Also P; = ASSN z a
und P+ (i, o) — (i’ — |Py|, ¢”) nach Regel Assnx. Mit (ii) folgt |Py| < 4" < |Py| + |P].
— Fall Jmp: Damit Q|p|4; = IMP k = P;, 7' = |Py|+i+k, 0" = 0. Somit P+ (i, o) — (i +k, o)
nach Regel Jmp. Da P abgeschlossen ist, gilt 0 < i+ k < |P|, somit |Py| < i’ < |Py| + |P).
— Fall JMPFT: Analog zu Fall AssN.
— Fall JMPFF: Analog zu Fall Jmp.
Beweis des Induktionsfalls durch Fallunterscheidung:
— Fall ¢/ = |Py| + | P|: Setze n1 =1, ng = n, o* = ¢”. Aus (iv) folgt P+ (i, o) — {(|P|, o"). Mit
QF (', "y % (j, o) folgt die Behauptung.
— Fall |Py| <# < |Py|+|P|: Somit 0 < i’ — |Py| < |P|. Nach der Induktionsannahme fiir i =
i’ — |Py) und 0 = o” und Q + (i, 0" = (j, ¢') gibt es ¢*, n; und ny mit n = ny + no,
(v) P+ (i’ = |Py|, o) & (|P|, o*) und (vi) Q F (|Po| + |P|, ¢*) 23 (j, o). Aus (iv) und (v)
folgt P+ (i, o) gt (|P|, o*). Mit (vi) und n+ 1 = (n1 + 1) 4 no folgt die Behauptung. [
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Theorem 15 (Big—Step simuliert ASM).
Wenn comp(c) F (0, o) = (Jcomp(c)|, o), dann (¢, &) |} o

Beweis. Beweis durch Induktion iiber ¢ (o, o’ beliebig)

e Fall skip: Zu zeigen: Wenn (i) [| F (0, o) = (0, ¢’), dann (skip, o) |} o’
Aus (i) folgt durch Regelinversion, dass ¢/ = o, damit die Behauptung mit Regel Skipgg.

e Fall z := a: Zu zeigen: Wenn (i) [ASSN x a] F (0, o) = (1, ¢'), dann (z := a, o) | o’
Aus (i) folgt durch Regelinversion, dass ¢/ = o[z +— A[a] o]. Damit gilt (z := a
Regel Assgg.

e Fall ¢1; c9: Abkiirzungen: P = comp(cy) ++ comp(cg) und | = |comp(c1)| + [comp(cz)|
Induktionsannahmen: Fiir alle ¢ und o’ gﬂt Wenn comp(ci) F (0, o) = (Jcomp(cy)|, ¢’), dann
(c1, o) |} o’; und wenn comp(cz) F (0, ) = (Jcomp(ca)|, o’), dann {(ca, o) |} o’

Zu zeigen: Wenn (i) P+ (0, o) = (I, ¢'), dann {(c1; c2, o) |} o’

Nach Lem. 13 sind comp(c;) und comp(cz) abgeschlossen. Nach dem Aufteilungslemma 14 und
(i) gibt es ein ¢* mit (ii) comp(cy) F (0, ) = (Jcomp(ey)|, o*) und (iii) P F (|comp(cy)|, o*) =
(1, o'y.

Aus (ii) folgt mit der Induktionsannahme, dass (c¢1, o) | o*.

Wegen (iii) gibt es nach dem Aufteilungslemma ein o** mit (iv) comp(cz) F (0, o*) = (|comp(cz)|, o**)

und (v) P+ (I, o™*) 5 (I, o).

Aus (iv) folgt mit der Induktionsannahme, dass (c2, o*) |} o**

Aus (v) folgt durch Regelinversion, dass o™ = ¢’ und damit die Behauptung mit Regel SEQps.

e Fall if (b) then ¢; else cy: Abkiirzungen: I = |comp(cy)|, l2 = [comp(ca)],

P = [JMPF (l1 + 2) b] +4 comp(eq) ++[IMP (I3 + 1)] ++ comp(cz).

Induktionsannahmen: Fiir alle ¢ und o’ gﬂt Wenn comp(ci) F (0, o) = (Jcomp(cy)|, ¢’), dann

(e1, o) | 0'; und wenn comp(cz) (0, o) = (Jcomp(cz)|, o), dann (cz, o) || o’

Zu zeigen: Wenn (i) P F (0, o) = (Jly + 1y + 2|, ¢'), dann (if (b) then c¢; else ¢z, o) |l o’

Beweis: Fallunterscheidung nach B [b] o.

~ Fall B[b] o = tt: Aus (i) folgt P + (0, o) — (1, ¢) = (I1 +lo + 2, ¢') durch Regelinversion.
Da comp(cy) abgeschlossen ist (Lem. 13), gibt es mit dem Aufteilungslemma 14 ein ¢* mit
(1) comp(cy) F (0, o) = (I, o*) und (ii) P+ (I; + 1, 0*) 5 (I; + o + 2, ¢'). Aus (i) folgt mit
der Induktionsannahme, dass (c¢1, o) | o*.
Aus (ii) und P, 41 = JMP (l2 4+ 1) folgt mit Regel-Inversion, dass o* = ¢’. Zusammen mit
B[b] o = tt und (c1, o) | o* folgt (if (b) then ¢; else ca, o) |} o/ nach Regel IFTTgs.
— Fall B[b] o = ff: Analog fiir co statt ¢;.
e Fall while (b) do c¢: Abkiirzungen: P = comp(while (b) do ¢) und I = |comp(c)|.

Induktionsannahme I: Wenn comp(c) (0, o) = (I, ¢}, dann (¢, o) |} o’ fiir beliebige o, o’

Zu zeigen: Wenn P+ (0, o) = (I +2, ¢’), dann (while (b) do ¢, o) | o’

Beweis einer stidrkeren Aussage durch vollstdandige Induktion iiber n (o beliebig):

Wenn P+ (0, o) % (142, ¢’), dann (while (b) do ¢, o) || 0.

Sei n beliebig. Induktionsannahme II:
Fiir alle m < n und o gilt: Wenn P {0, o) B (1+2, ¢'), dann (while (b) do ¢, o) | o’
Zu zeigen: Wenn (i) P+ (0, o) 2% (1 +2, o'), dann (whlle (b) do ¢, o) | o

Fallunterscheidung nach B [b] o:
— Fall B[b] o = ff: Aus (i) folgt dann n = 1, 0 = ¢’ durch Regelinversion. Nach Regel WHILEFFpg
gilt (while (b) do ¢, o) o’.
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— Fall B[b] o = tt: Aus (i) folgt damit n > 0 und P+ (0, o) — (1, o) ! (142, o).
Da comp(c) abgeschlossen ist (Lem. 13), gibt es nach dem Aufteilungslemma 14 ¢*, n; und ns
mit n — 1 = ny + ng, (i) comp(c) F (0, o) ™ (I, o*) und (iii) P+ (1 +1, o*) B (1 +2, o).
Aus (ii) folgt mit Induktionsannahme I, dass (¢, o) | o*.
Aus (iii) und P41 = JMP —(1 4 1) folgt durch Regelinversion: P + (I + 1, o*) — (0, o*) n2st
(1+2, o).
Aus P+ (0, o*) n2st (1+2, o) folgt mit der Induktionsannahme II fiir m = ny — 1 < n und
o =c*, dass (while (b) do ¢, o*) || o'
Zusammen mit (¢, o) | o* und B[b]Joc = tt folgt (while (b) do ¢, o) | o' mit Regel
WHILET Tgs. O

Aus diesem Theorem ldsst sich nun ,einfach“ die zweite Korrektheitsaussage des Compilers beweisen.
Zuerst aber noch folgendes einfaches Hilfslemma:

Lemma 16. Sei P abgeschlossen und 0 <1i < |P)|.
(i) Wenn P+ (i, o) — (i, ¢'), dann 0 < ¢ < |P|.
(ii) Wenn P (i, o) = (i, o) und 0 <4 < |P|, dann 0 < ¢’ < |P)|.

Beweis. (i) durch Regelinversion, (ii) durch Induktion iiber —, Induktionsschritt mit (i). O

[e.e]

Korollar 17. Gibt es kein ¢’ mit (¢, o) || o/, dann comp(c) - (0, o) —.

Beweis. Beweis durch Widerspruch. Angenommen, comp(c) - (0, o) 7. Dann gibt es i’ und ¢’ mit
comp(c) F (0, o) = (i', ¢/) 4 Da comp(c) abgeschlossen ist (Lem. 13), folgt mit Lem. 16, dass
0 < ¢ < |comp(c)|. Da (i, o’) blockiert ist, gilt i’ = |comp(c)|. Nach Thm. 15 gilt also (¢, o) | o’

Widerspruch zur Voraussetzung. O
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4.4

Vergleich der verschiedenen Semantiken

Big-Step-Semantik

Das gesamte Programm wertet in einem
Schritt zu einem Endzustand aus.

Alle Berechnungsdetails sind in dem Ab-
leitungsbaum versteckt.

Beweisprinzip: Regelinduktion iiber die
Auswertungsrelation.

Nichttermination und Blockieren sind (e, o) 4 o’
nicht unterscheidbar.

Small-Step-Semantik

ASM

Ableitungsfolge enthilt explizit al- i
le Berechnungsschritte. \ / \ / \ -

Jeder Schritt wird durch einen ein-
zelnen Ableitungsbaum gerechtfer-
tigt.

(co, 00) (c1, o1) (ca, 09) oo —q(skip, op)

Beweisprinzip: Regelinduktion fiir einzelne Schritte und Induktion iiber die Lidnge der Ablei-
tungsfolge

Nichttermination und Blockieren ausdriickbar

Die transitive, reflexive Hiille abstrahiert von den stérenden, expliziten Zwischenschritten.

P <i0, 0'0> — <i1, O'1> — <i2, O'2> — .. <|P|, O'n>
Programm ist eine Liste, hat keine Baumstruktur.

Ableitungsfolgen beschreiben wie bei einer Small-Step-Semantik die einzelnen Berechnungsschrit-
te

Jeder Schritt wird nur durch eine einzelne Regel gerechtfertigt.

Beweisprinzip: Fallunterscheidung tiber die Instruktionen und Induktion iiber die Lénge der
Ableitungsfolge

Nichttermination und Blockieren ausdriickbar.
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