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7.6 Semantische Priadikate und syntaktische Bedingungen
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1 Einfiihrung

1.1 Was ist eine Semantik?

Syntax und Semantik sind zwei unabdingbare Bausteine der Beschreibung von (Programmier-)Spra-
chen: Syntax kiimmert sich darum, welche Zeichenfolgen giiltige Sétze (Programme) der Sprache
sind. Syntax umfasst also Vokabular (Schliisselworter) und Grammatik. Semantik beschreibt, was die
Bedeutung eines giiltigen Satzes (Programms) sein soll. Fiir Programmiersprachen heifit das: Wie
verhélt sich das Programm, wenn man es ausfiihrt?

Syntax legt auch den Aufbau eines Satzes, i.d. R. ein Baum, fest und erklart wie man von einer Zei-
chenfolge zum Syntaxbaum kommt. Eine Semantik beschreibt, wie man dieser syntaktischen Struktur
eine Bedeutung gibt, d.h.: Was ist die Bedeutung eines einzelnen Konstrukts? Wie erhilt man die
Gesamtbedeutung aus den einzelnen Teilen?

Syntax und Semantik vieler Programmiersprachen sind standardisiert (C, C++4, Pascal, Java, ... ). Fir
die Definition der Syntax werden formale Techniken routineméfig in der Praxis eingesetzt: kontext-freie
Grammatiken. Das Verhalten von Konstrukten der Programmiersprache und deren Zusammenwirken
beschreiben die meisten dieser Standards allerdings nur in natiirlicher Sprache, meistens auf englisch,
oft nur anhand konkreter Beispiele. Fiir umfangreiche Programmiersprachen ist es auf diese Weise fast
unmoglich, alle moglichen Kombinationen eindeutig festzulegen und dabei trotzdem Widerspruchs-
freiheit zu garantieren. Deswegen gibt es auch formale, d.h. mathematische, Beschreibungstechniken
flir Semantik, die das Thema dieser Vorlesung sind. Die funktionale Sprache ML wurde beispielsweise
vollstéindig durch eine formale Semantik definiert; auch fiir Java gibt es formale Modellierungen, die
zwar nicht Teil der Sprachdefinition sind, aber den Entwurf wesentlich beeinflussten.

1.2 Warum formale Semantik?

Die einfachste Definition einer Sprache ist mittels eines Compilers: Alle Programme, die der Compiler
akzeptiert, sind syntaktisch korrekt; die Semantik ist die des Zielprogramms. Eine solche Definition
ist aber sehr problematisch:

1. Keine Abstraktion. Um das Verhalten eines Programmes zu verstehen, muss man den Compiler
und das Kompilat in der Zielsprache verstehen. Fiir neue, abstrakte Konzepte in der Program-
miersprache gibt es keine Garantie, dass die Abstraktionsschicht nicht durch andere Konstrukte
durchbrochen werden kann — geht es doch, ist das eine der Hauptfehlerquellen bei der Entwick-
lung von Programmen. Beispielsweise kann Pointer-Arithmetik in C++ die Integritéit von Ob-
jekten zerstoren, weil damit beliebig (auch auf private) Felder zugegriffen werden kann. Genauso
widerspricht setjmp/longjmp dem Paradigma, dass Methoden stack-artig aufgerufen werden.

2. Plattformabhingigkeit. Fin Wechsel auf eine andere Zielsprache oder einen anderen Compi-
ler ist fast unmoglich. Schliefllich ist auch festgelegt, wie viele einzelne Ausfiithrungsschritte
(z. B. Anzahl der Prozessorzyklen) jedes einzelne Konstrukt genau bendtigen muss. Weiterent-
wicklungen aus der Compiler-Technik sind damit ausgeschlossen.

3. Bootstrapping. Auch ein Compiler ist nur durch seinen Programmtext definiert. Was ist aber die
Semantik dieses Programmtextes?

FEine Semantikbeschreibung in Prosa wie bei den meisten Sprachstandards ist zwar besser, kann aber
Mehrdeutigkeiten, Missverstéandnisse oder Widerspriiche auch nicht verhindern. Demgegeniiber stehen
die Vorteile mathematischer Beschreibungen einer Semantik:
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1. Vollstiandige, rTigorose Definition einer Sprache. Jedes syntaktisch giiltige Programm hat eine
eindeutige, klar festgelegte Semantik. Mathematische Beschreibungen sind syntaktisch oft viel
kiirzer als englischer Flieftext. Programmierer kénnen die Semantik als Nachschlagereferenz ver-
wenden, um subtile Feinheiten der Sprache zu verstehen. Compiler-Bauer kénnen die Semantik
einer solchen Sprache als Korrektheitskriterium ihres Compilers verwenden. Damit verhalten
sich Anwender-Programme gleich, unabhéngig vom verwendeten (korrekten) Compiler.

2. Nachweis von Programmeigenschaften. Ohne formale Semantik als Grundlage lassen sich Eigen-
schaften eines Programms nicht beweisen, ja nicht einmal mathematisch aufschreiben. Dabei
unterscheidet man zwischen Eigenschaften, die alle Programme erfiillen und damit Meta-Eigen-
schaften der Sprache bzw. Semantik sind (z. B. Typsicherheit), und solchen eines einzelnen Pro-
gramms (z. B. Korrektheit eines Algorithmus).

3. Unterstiitzung beim Programmiersprachenentwurf. Fine Programmiersprache mit vielen verschie-
denen Konzepten, die klar, versténdlich und ohne unnétige Sonderfille zusammenwirken, zu
entwerfen, ist sehr schwierig. Bereits der Versuch, eine formale Semantik fiir eine Programmier-
sprache zu entwerfen, deckt viele Inkonsistenzen und unerwartete Interaktionen auf.

Hat man eine formale Beschreibung der Semantik, ldsst sich automatisch ein prototypischer
Interpreter fiir die Sprache erzeugen. Dadurch koénnen verschiedene Designentscheidungen beim
Entwurf der Semantik an konkreten Beispielen praktisch ausprobiert werden.

Programmverifikation ist einfacher, wenn die Semantik der Programmiersprache mathematisch
einfach und klar ist. Eine zufiillig, nach Gutdiinken entworfene Programmiersprache hat in der
Regel ein sehr kompliziertes mathematisches Modell. Dementsprechend ist es auch schwierig,
dariiber Beweise zu fithren, da stets viele Sonderfiille beriicksichtigt werden miissen.

4. Klare und konsistente Begrifflichkeit. Formale Semantik arbeitet mit der Sprache und den Be-
griffen der Mathematik, iiber deren Bedeutung man sich im Klaren ist. Damit werden Mehrdeu-
tigkeiten und Missversténdnisse von vornherein ausgeschlossen.

1.3 Operational, denotational und axiomatisch

In dieser Vorlesung werden die drei bekanntesten Beschreibungsarten fiir Semantiken vorgestellt — mit
einem Schwerpunkt auf operationaler Semantik:

Operational Die Bedeutung eines Konstrukts ergibt sich aus seinen (abstrakten) Ausfithrungsschrit-
ten, die durch symbolische Regeln beschrieben werden. Neben dem Ergebnis der Berechnung
wird auch modelliert, wie die Berechnung zum Ergebnis kommt. Die Regeln beschreiben dabei
nur eine mogliche (idealisierte) Implementierung der Sprache, reale Implementierungen kénnen
andere, dquivalente Abldufe verwenden.

Denotational Jedes Konstrukt wird als mathematisches Objekt realisiert, welches nur den Effekt
seiner Ausfithrung modelliert. Im Gegensatz zur operationalen Semantik ist irrelevant, wie der
Effekt zustande kommt.

Axiomatisch Die Bedeutung eines Programms wird indirekt festgelegt, indem beschrieben wird,
welche Eigenschaften des Programms (in einem zu entwerfenden Logik-Kalkiil) beweisbar sind.

Die drei verschiedenen Ansétze ergénzen sich: Fiir Compiler und Implementierungen sind operationale
Semantiken gut geeignet. Denotationale Konzepte finden sich oft in der Programmanalyse. Programm-
verifikation stiitzt sich auf die axiomatische Semantik. Zu jedem Ansatz werden wir eine Semantik fiir
eine einfache imperative Sprache — ggf. mit verschiedenen Spracherweiterungen — entwickeln und die
Beziehung der verschiedenen Semantiken zueinander untersuchen.
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Beispiel 1. Semantik des Programms z := x; x := y; y := 2

1. Die operationale Semantik beschreibt die Semantik, indem sie definiert, wie das Programm aus-
zufithren ist: Eine Sequenz von zwei durch ; getrennten Anweisungen fiihrt die einzelnen Anwei-
sungen nacheinander aus. Eine Zuweisung der Form < Variable > := < Ausdruck > wertet
zuerst den Ausdruck zu einem Wert aus und weist diesen Wert dann der Variablen zu.

Fiir einen Zustand [x+—5,y+— 7,2+ 0], der den Variablen x, y und z die Werte 5, 7 und 0
zuweist, ergibt sich folgende Auswertungssequenz:

<z = X; X 1=y; y = 2Z X’—>57Y'_’772’_>0>

[ ]
—1 (x :=y; vy := 2, [x—5,y—T,z—5])
—1 <Y =z [X'—>77Y'—>77Z'—>5]>
- [ 7,y 5,215 5)

2. Die denotationale Semantik kiimmert sich nur um den Effekt der Ausfiihrung, nicht um die
einzelnen Berechnungsschritte. Entsprechend ist die Semantik eines solchen Programms eine
Funktion, die einen Ausgangszustand in einen Endzustand iiberfiihrt. Fiir eine Sequenz erhélt
man die Funktion durch Komposition (Hintereinanderausfiihrung) der Funktionen der beiden
Anweisungen. Die Bedeutung einer Zuweisung ist die Funktion, die den iibergebenen Zustand so
dndert, dass der Variablen dann der Wert des Ausdrucks zugewiesen ist.

Fiir das Programm ergibt sich dann:

Dz :=x; x :=y; vy :=2](0)= (D]y :=2z]JoD[x := yJoD[z := x]) (o)
)

=Dly := 2l (P[x := y] (P[z := %[ (0)))
=Dly := 2] (D[x := yl(olz—0o(x)]))
=Dly := 2] (o[z—0(x), x—=olz—a(x)](y)])
=Dly := 2] (0

o(x
z—0o(x), x—0a(y)])
=olz—o(x), x—0(y), y—olz—o(x), y—o(y)l(z)]
), z

—o(x)]

— ofxo(y), ¥ olx
Fiir o = [x—5,y+— 7,z 0] ergibt dies wieder:
Dz := x; x :=y; y := z](0) =[x—7,y—5,z— 5]

3. Axiomatische Semantik konzentriert sich auf die Korrektheit eines Programms beziiglich Vor-
und Nachbedingungen. Immer, wenn ein Startzustand die Vorbedingung erfiillt, dann sollte —
sofern das Programm terminiert — nach der Ausfiihrung des Programms mit diesem Startzustand
der Endzustand die Nachbedingung erfiillen.

{x=nAy=m}z :=x; x :=y; y :=z{x=mAy=n}

Dabei ist x = n Ay = m die Vorbedingung und x = m Ay = n die Nachbedingung. Die
Hilfsvariablen (logical variables) n und m, die nicht im Programm vorkommen, merken sich die
Anfangswerte von x und y.

Fine axiomatische Semantik definiert ein Regelsystem, mit dem Aussagen wie obige hergelei-
tet werden konnen. Beispielsweise ist { P }¢1; c2{ @ } fiir eine Sequenz ¢;; ¢ herleitbar, wenn
{P}ci{R} und { R} c2{ @} fiir eine Bedingung R herleitbar sind. Dadurch ergeben sich viele
Bedingungen an das Programmverhalten, die dieses dadurch (moglichst vollsténdig) beschrei-
ben. Wichtig dabei ist, dass die Regeln korrekt sind, d.h, keine widerspriichlichen Bedingungen
herleitbar sind. Umgekehrt sollen sich moglichst alle Eigenschaften eines Programms durch das
Kalkiil herleiten lassen (Vollstindigkeit).
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2 Die Sprache While

While ist eine einfache, imperative Programmiersprache, fiir die in dieser Vorlesung in allen drei
Ansitzen eine Semantik ausgearbeitet wird. Obwohl eine Semantik erst auf einem abstrakten Syntax-
baum aufbaut, muss man sich auf eine konkrete Syntax festlegen, um iiberhaupt Programme textuell
aufschreiben zu kénnen.

2.1 Syntax

Programme werden iiblicherweise in Schreibmaschinenschrift dargestellt. Deren Syntax wird durch
eine BNF-Grammatik mit drei syntaktischen Kategorien beschrieben: arithmetische Ausdriicke Aexp,
boolesche Ausdriicke Bexp und Anweisungen Com. Auflerdem braucht man noch numerische Literale
Num und einen unendlichen Vorrat Var an (Programm-)Variablen. Die Darstellung der numerischen
Literale und (Programm-)Variablen ist nicht weiter relevant, im Folgenden werden die Dezimaldar-
stellung (z.B. 120, 5) bzw. einfache Zeichenketten wie x, catch22 verwendet.

Variablenkonvention: Um nicht sténdig die syntaktische Kategorie einer (Meta-)Variable angeben zu
miissen, bezeichne a stets einen arithmetischen Ausdruck, b einen booleschen, ¢ eine Anweisung, n
ein numerisches Literal und z eine Programmvariable aus Var — entsprechende Dekorationen mit
Indizes, Strichen, usw. eingeschlossen. Dabei muss man zwischen einer Meta-Variablen z, die fiir eine
beliebige, aber feste Programmvariable aus Var steht, und den konkreten Programmvariablen wie x,
y selbst unterscheiden.

Definition 1 (Syntax von While). Die Syntax von Ausdriicken und Anweisungen sei durch folgende
kontext-freie BNF-Grammatik gegeben:

Aexp a == n|z|a - a2 |a * ag
Bexp b = true|false|a; <= az |not b|b; && bo
Com ¢ == skip|z :=a|cy; co| if (b) then ¢ else ¢z | while (b) do ¢

Obwohl diese Sprache minimalistisch ist, sind viele weitere Programmkonstrukte ausdriickbar: Bei-
spielsweise sind a1 + a9, a1 == ag und by || by nur syntaktischer Zucker fiir

ar - (0 - az), (a1 <= a9) && (as <= a1) und not ((not b1) && (not b9))

Durch diese Reduktion auf das Wesentliche wird es einfacher, eine Semantik anzugeben und Beweise
zu fithren, da weniger Fille beriicksichtigt werden miissen.

Obige Grammatik ist mehrdeutig, z. B. hat while (true) do skip; x := y zwei verschiedene Ab-
leitungsbéaume, d.h. zwei verschiedene Syntaxbdume. Da die Semantik aber erst auf dem Syntaxbaum
aufbaut, ist das nicht wesentlich: Man kann immer mittels zusétzlicher Klammern den gewiinschten
Baum eindeutig beschreiben.

2.2 Zustand

While enthélt Zuweisungen an (Programm-)Variablen x := a und Zugriff auf Variablen in arithme-
tischen Ausdriicken. Ein Zustand modelliert den Speicher fiir diese Variablen, der sich wahrend der
Ausfiihrung eines Programms von einem Anfangszustand in einen Endzustand entwickelt. Fiir das
formale Modell ist ein Zustand, hier iiblicherweise mit o bezeichnet, eine Abbildung von Var nach Z,
die jeder Variablen x einen Wert o(x) zuordnet. Die Menge aller dieser Zustéinde sei X.
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Fin realer Computer muss natiirlich viele weitere Informationen im Zustand speichern, die nicht in
einem (abstrakten) Zustand aus X enthalten sind, z.B. die Zuordnung von Variablen zu Speicher-
adressen. Diese weiteren Informationen sind aber fiir die Beschreibung des Verhaltens von While nicht
relevant, der abstrakte Zustand und das Modell abstrahieren also davon.

2.3 Semantik von Ausdriicken

Ausdriicke in While liefern einen Wert (Zahl oder Wahrheitswert) zuriick, verdndern aber den Zustand
nicht. Da sie Variablen enthalten kénnen, wird der Wert erst durch einen Zustand endgiiltig festgelegt.

Fiir eine Zahl n in Programmdarstellung, in unserem Fall Dezimaldarstellung, liefere N [n] den Wert
der Zahl als Element von Z. Beispiel: N [123] = 123, wobei 123 € Aexp ein arithmetischer Ausdruck
und 123 € Z eine ganze Zahl ist.

Definition 2 (Semantik arithmetischer Ausdriicke). Fiir beliebige arithmetische Ausdriicke a
definiert A [a]] o rekursiv iiber den Syntaxbaum den Wert von a im Zustand o:

Aln]Jo = Nn]

Alfz] o o(x)
.A[[al - GQ]]J A[[alﬂa—A[[ag]]a
Afar * az]Jo = Afa1]o-Afaz] o

A[] ist also eine Funktion des Typs Aexp = X = Z, definiert iiber strukturelle (primitive) Rekursion
iiber den Syntaxbaum arithmetischer Ausdriicke.

Beispiel 2. Was ist Afa; + az]o?
a1 + ao ist syntaktischer Zucker fiir a; - (0 - ag). Damit gilt:

Alar + ag]Jo=Afa; - (0 - a)]o=Afa1] o — A0 - az]o = Afai1] o — (A]0] o — A[az] o)
=Alai] o — (0 - Afaz] o) = Alar] o + Afaz] o

Die syntaktische Abkiirzung a; + as ist also sinnvoll.

Analog zu arithmetischen Ausdriicken ldsst sich der Wert von booleschen Ausdriicken definieren. Dabei
bezeichnen tt und ff die beiden Wahrheitswerte in B.

Definition 3 (Semantik boolescher Ausdriicke).
Die Semantik boolescher Ausdriicke B[] ist definiert durch:

B[true]loc = tt
Bfalse]oc = ff
B [[Cl,l <= ag]] c = A [al]] o< A Hag]] o
Blnot bJo = -B[b]o
B [[bl && bg]] c = B ﬂbl]] oAB [[bgﬂ o
Ubung: Was ist B[a; == as] o? Ist die Abkiirzung sinnvoll? Was wiire, wenn auch Ausdriicke den

Zustand dndern konnten?
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3 Operationale Semantik fiir While

Fine operationale Semantik fiir While beschreibt nicht nur das Ergebnis einer Programmausfiithrung,
sondern auch, wie man zu diesem Ergebnis gelangen kann. Dafiir gibt es zwei Modellierungsansitze:

Big-step Semantik (Auswertungssemantik, natural semantics): Hier wird beschrieben, wie man aus
dem Verhalten der Teile eines Programmkonstrukts dessen Gesamtverhalten konstruiert.

Small-step Semantik (Transitionssemantik, structural operational semantics): Hier liegt der Fokus
auf einzelnen, kleinen Berechnungsschritten, die nach vielen Schritten zum Ende der Programm-
ausfithrung gelangen.

3.1 Big-Step-Semantik fiir While

Eine Big-Step Semantik ist eine Auswertungsrelation (¢, o) || o', die fiir ein Programm ¢ und einen
Anfangszustand o bestimmt, ob ¢’ ein méglicher Endzustand einer Ausfiihrung von ¢ in o ist.

Definition 4 (Big-Step-Semantik).
Die Auswertungsrelation (¢, o) || ¢/ wird durch folgende Regeln induktiv definiert:

SKipps: (skip, o) |} o Assps: (x := a, o) || olz— Afa] o]

{cg, o) | o <cl, 0'> Jo”

SEQgs:
Hams (co; c1, o) 0"
— B[b]o = tt (co, o) o N— Bb]o =ff {e1, o) | o
o (if (b) then ¢y else ci, o) | o o (if (b) then ¢y else ci, o) o
B[b]o =ff

WHILEF Fgs:
(while (b) do ¢, o) o

B[b] o = tt (e, o)} o <whi1e (b) do ¢, 0'> o
(while (b) do ¢, o) || o”

WHILET Tgs:

Formal ist (_, ) || _ die kleinste Menge iiber Com x ¥ x X, die unter obigen Regeln abgeschlossen ist.
Damit ergibt sich auch folgende Induktionsregel fir (-, _) |}

(e, o) 4 o' Vo. P(skip,0,0) Vz,a,0. P(x := a,0,0(xz— Ala] o])
Ve, c1,0,0,0". (co, o) |} o’ A <cl, a’> Vo”" AN P(cy,0,0") A P(c1,0',0") — P(co; c1,0,0")
Vb, co, c1,0,0". B[b] o =tt A {(co, o) || ' A P(co,0,0") — P(if (b) then ¢y else cy,0,0")
Vb, co,c1,0,0". B[b] o = fFA (c1, o) | o' A P(cy,0,0') — P(if (b) then ¢y else ci,0,0")
Vb, c,0. B[b] o = ff — P(while (b) do c¢,0,0)
Vb, c,0,0" 0" Bb]Jo =tt Ac, o) |l o’ A <whi1e (b) do ¢, U’> Ja’"n
P(c,0,0') A P(while (b) do c,0’,0") — P(while (b) do c,o,0")
P(c,0,0")
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3 Operationale Semantik fiir While Semantik von Programmiersprachen

Beispiel 3.

Semantik des Programms z := x; (x := y; y := z) im Zustand o¢p = e[x—5,y—7,z—0] als
Ableitungsbaum:
ASSpg Asspg
(x 1=y, o1) | o2 (y := z, o9) | o3
ASSgpg SEQBs
(z := x, 0g9) { 01 (x :=y; y :=2 01) o3
SEQBs

(z :=x; (x :=y; vy :=2), og) 03

wobei 01 = 0g[z— 5], 02 = 01[x— 7] und 03 = 03]y — 5], also 03 = g[x— 7,y 5,z 5].

Ubung: Was ist der Ableitungsbaum von folgendem Programm fiir den Anfangszustand
oo =¢[x— 13, y—5, z—9]?

z := 0; while (y <= x) do (z :=z + 1; x :=x - y)

Lemma 1 (Schleifenabwicklungslemma).
while (b) do c hat das gleiche Verhalten wie if (b) then (c; while (b) do c¢) else skip.

Beweis. Sei w =while (b) do cund w’ = if (b) then c¢; while (b) do ¢ else skip. Zu zeigen:
(w, o) | o’ gilt genau dann, wenn (w’, o) |} o’. Beweis: Fallunterscheidung nach B [b] o:
e Fall B[[b] o = ff: Nach den Regeln der Big-Step-Semantik ldsst sich (w, o) § ¢/ nur mit der Regel
WHILEFFpg ableiten (Regelinversion); (w’, o) |} ¢/ nur mit den Regeln IrFFFpg und Skipgg. Also:

o=o0
Bpjo=fF o=0 Blt]o = (skip, o) || o’
(w, o) b o’ < (W, o) U o

e Fall B [b] o = tt: Wieder mit Regelinversion gibt es nur die Regel WHILET T fiir (w, o) | ¢/ und
IFTTgs und SeQps fiir (w’, o) || o’. Also:

A B
Bb]o = tt < - ? : Bb]o = tt e ) @.U* w, JTWJ
¢, o) ot (w, o) o o {¢; w, o) o O
(w, o) |} o’ <w’, U>lla'

3.2 Determinismus der Big-Step-Semantik

FEine Semantik ist deterministisch, wenn sie jedem Programm und jedem Anfangszustand maximal ein
Verhalten zuordnet. Fiir eine Big-Step-Semantik heifit dies konkret, dass dann auch die Endzustédnde
gleich sind.

Theorem 2 (Determinismus). (., ) || _ ist deterministisch.
Beweis. Zu zeigen: Falls (¢, o¢) || o1 und (¢, o¢) |} 092, dann gilt o1 = o9.
Beweis: Induktion nach (¢, o¢) |} o1 (02 beliebig). Damit P(c, 09, 01) = Voa. (¢, 09) | 00 — 01 = 09.

e Fall Skipps: Zu zeigen: Fiir alle o gilt P(skip,0,0), d.h. Vo,. (skip, o) || 0o — 0 = 09.
Sei also o3 beliebig mit (skip, o) || 02. Aus den Regeln der Big-Step-Semantik ldsst sich dies nur
mit der Regel Skippg ableiten (Regelinversion). Damit folgt o9 = o.

11



3 Operationale Semantik fiir While Semantik von Programmiersprachen

e Fall Assps: Zu zeigen: Fiir alle z, a und o gilt P(x := a,0,0[x+— A[a] o]), d.h.
Vog. (x := a, o) || 0o — olx— Afa] o] = 09

Sei also o9 beliebig mit (x := a, o) || o2. Durch Regelinversion (Assgs) folgt 09 = o[z +— A[a] o].

e Fall SEqQps: Zu zeigen: Fiir alle ¢, ¢1, o, ¢’ und ¢’ mit (cg, o) |} ¢/ und (c1, o) | o” gilt: Aus
P(cp,0,0") und P(c1,0’,0") folgt P(co; ¢1,0,0”), d.h.:

(VUQ- (cg, o) o9 — 0’ = 02) A (VUQ. <cl, a'> Jog — 0" = 02)

— (Vag. (co; c1, o) o9 — 0" = 02)

Sei also o9 beliebig mit (co; c1, o) | o2. Mit Regelinversion (SEQps) gibt es ein ¢*, so dass
(co, o) I} o* und (c1, 0*) | o2. Nach Induktionsannahme P(cy, o, 0’) folgt aus (cp, o) |} o*, dass
o' = o*. Damit gilt auch (c¢1, ¢’) | o2 und mit der Induktionsannahme P(c1,0’,0") folgt die
Behauptung ¢” = os.

e Fall IFTTgs: Zu zeigen: Fiir alle b, ¢y, ¢1, 0 und ¢’ mit B[b] o = tt und (o, o) | o gilt: Aus
P(cg,0,0') folgt P(if (b) then ¢y else cy,0,0").
Sei also o9 beliebig mit (if (b) then ¢y else ci, o) |} o2, was nur durch die Regeln IFTTgg
und IFFFpg ableitbar sein konnte. Wegen B [b] o = tt ist IFFFpg ausgeschlossen. Damit folgt dass
(co, o) || o2 und mit der Induktionsannahme P(cy, o, 0’) die Behauptung ¢’ = o3.

e Fall IFFFgs: Analog zu IFTTgs.

e Fall WHILET Tgg:

Zu zeigen: Fiir alle b, ¢, o, o/ und ¢” mit B[b] o = tt, (¢, o) || ¢/ und (while (b) do ¢, o’) || o”
gilt: Aus P(c,0,0’) und P(while (b) do ¢,o’,0”) folgt P(while (b) do c,o,0").

Sei also oy beliebig mit (while (b) do ¢, o) |} o2. Mit Regelinversion (WHILET Tgg, B [b] o = tt
schlieft WHILEFFpg aus) gibt es ein o, so dass (¢, o) | ¢* und (while (b) do ¢, o*) | o9.
Aus (¢, o) || o* folgt mit der Induktionsannahme P(c, o, 0’), dass ¢/ = o*. Damit folgt mit der
Induktionsannahme P(while (b) do ¢,0’,0”) aus (while (b) do ¢, ¢*) | o2 die Behauptung,
dass o = o9.

o Fall WHILEFFgg: Zu zeigen: Fiir alle b, ¢ und o mit B [b] o = ff gilt P(while (b) do c¢,0,0).
Sei also oy beliebig mit (while (b) do ¢, o) |} ¢”. Nach Regelinversion (WHILEFFgg, B [b] o = ff
schlieft WHILET Tg aus) folgt die Behauptung o = o5. O

3.3 Small-Step-Semantik fiir While

Kern einer Small-Step-Semantik ist eine Ein-Schritt-Auswertungsrelation (¢, o)—1(c/, ¢’), die fiir ein
Programm ¢ und Zustand o einen einzelnen Rechenschritt beschreibt: ¢ ist der Rest des Programms,
der noch im neuen Zustand ¢’ auszufiihren verbleibt.

Definition 5 (Small-Step-Semantik fiir While). Die Ein-Schritt-Auswertungsrelation — der
Small-Step-Semantik ist induktiv {iber den Syntaxbaum definiert durch

Assgs: (x := a, o)—1(skip, o[z — A[a] o))

<607 O'>_>1 <067 UI>

SEQlss: ; ; SEQ2ss: (skip; ¢, o)—1(c, o)
co; ¢, o)1y ¢, o)
Bb] o = tt Bb]o =ff
IFTTgg: IFFFgg:
(if (b) then ¢y else cj, o)—1(co, 0) (if (b) then ¢y else ci, 0)—1{c1, o)

WHILEgs: (while (b) do ¢, o) — (if (b) then c; while (b) do c else skip, o)
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3 Operationale Semantik fiir While Semantik von Programmiersprachen

Definition 6 (blockiert).
Eine Konfiguration, die nicht weiter auswerten kann, ist blockiert, notiert als (¢, o) /1.

Fiir die Anweisung skip gibt es keine Auswertungsregel: (skip, o) bezeichnet eine Endkonfigura-
tion des Programms, ¢ ist der Endzustand. Kennzeichen einer guten Semantik ist, dass von allen
(wohlgeformten) Konfigurationen nur Endkonfigurationen blockiert sind.

Definition 7 (Ableitungsfolge). Eine Ableitungsfolge fiir vy = (¢, o) ist eine (endliche oder un-
endliche) Folge (v;); mit v9 —1 71 —1 Y2 —1 - ... Sie ist mazimal, falls (v;); unendlich ist oder das
letzte 7 keine Reduktion in —; besitzt. v —; ' (v 59 ) bezeichne, dass es eine Ableitungsfolge
mit n (endlich vielen) Schritten von + nach 4/ gibt. = ist die reflexive, transitive Hiille von —.

Maximale Ableitungsfolgen beschreiben das Programmverhalten. Nichtterminierende Ausfithrungen
entsprechen unendlichen Ableitungsfolgen — diese haben keinen Endzustand; v =1 bezeichne, dass es
eine unendlich lange Ableitungsfolge gibt, die in v beginnt.

Beispiel 4. Semantik des Programmsz := x; (x := y; y := z) im Zustand g = €[x+—5,y+— 7,z — 0]
als maximale Ableitungsfolge:

(z 1= x; (x :=y; y :=2), 09) —1 (skip; (x :=y; y := 2), 01)

—1(x 1= y; y := 2z, 01) —1 (skip; y := 2z, 02) =1 (y := 2z, 02) —1 (skip, 03)

wobei 01 = o0¢[z+— 5], 02 = o1[x+— 7] und o3 = o2[y— 5], also 03 = e[x+—T7,y—5,z—5]. Jeder
einzelne Schritt muss dabei durch einen Ableitungsbaum fiir — gerechtfertigt werden, z. B.:

Asssg
(z := x, 00)—1(skip, o1)

SEQ1
(z 1= x; (x :=y; y :=2), og)—1(skip; (x :=y; y := 2), 01) 5

Beispiel 5 (Nichttermination).
Sei w = while (not (x == 1)) do x := x + 1 und o, = [x+—>n]. Fir (w, o) ergibt sich folgende
maximale (endiche) Ableitungsfolge:

=if

(w, 09) —1(if (not (x == 1)) then x := x + 1; w else skip, oy)

—1(x = x + 1; w, og) —1 (skip; w, o1) —1 (w, o1) —1 (if, 01) —1 (skip, o1)

Fiir (w, o9) ist die maximale Ableitungsfolge! unendlich:

(w, o9) —1 (if, 09) —1 (x := x + 1; w, o9) —1 (skip; w, o3)

—1(w, o3) —1 (if, o3) —1 (x 1= x + 1; w, 03) —1 (skip; w, 04)

—1(w, o4) =1 ...

Héufig beschreiben die einzelnen Schritte maximaler Ableitungsfolgen zu detailliert, was ein Programm
berechnet. Beispielsweise haben die Programm skip; skip und skip unterschiedliche maximale Ab-
leitungsfolgen und damit eine unterschiedliche Semantik. Deswegen abstrahiert man iiblicherweise
von den maximalen Ableitungsfolgen und nimmt die transitive Hiille —; zu einer Endkonfiguration
beziehungsweise = als Semantik eines Programms.

'Fiir While sind maximale Ableitungsfolgen eindeutig, s. Kor. 5 unten
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3 Operationale Semantik fiir While Semantik von Programmiersprachen

Formal gesehen sind = und -, ganz unterschiedlich definiert. Es gilt aber
(¢, o) 51(, o) gdw. Tn. (¢, o) 51 (c, o)

Deswegen werden wir im Folgenden bei Bedarf von der —» auf —; und wieder zuriick wechseln — unter
Beachtung, dass n existenziell quantifiziert ist.

Lemma 3 (Fortschritt). skip ist das einzige Programm, das blockiert ist.
Beweis. Zu zeigen: Fiir alle Programme ¢ aufler skip und jeden Zustand o gibt es ¢ und ¢’ mit
(¢, o0)—1(c, o'). Beweis mittels Induktion iiber ¢:

e Fall ¢ = skip: Explizit ausgeschlossen.

e Fillec=x := a,c=1if (b) then c¢; else ¢y und ¢ = while (b) do cg:
Folgen direkt aus den Regeln Assgs, IFTTss, IFFFgg (Fallunterscheidung nach B [b] o) und WHILEgs.

e Fall ¢ = ¢1; c9: Induktionshypothesen:

).

(i) Falls ¢; # skip, dann gibt es ¢} und ¢} mit (¢1, o)—1(c}, o}
/ /
2> O-2>'

(ii) Falls ¢o # skip, dann gibt es ¢, und of mit (c2, o)—1(c
Zu zeigen: Es gibt ¢ und ¢’ mit {(¢1; c2, o)—1(, o).

Fallunterscheidung nach c¢; = skip:
— Fall ¢; = skip: Folgt direkt aus Regel SEQ2sg

— Fall ¢; # skip: Mit Induktionshypothese (i) gibt es ¢} und o} mit (¢, o)—1(c}, o}). Mit Regel
SEQlgs folgt (c1; c2, 0)—1(c}; ca, 07). O

Im Progress-Beweis wurden alle Regeln fiir —1 benutzt, keine ist also iiberfliissig.

Theorem 4 (Determinismus). (_, ))—1(_, _) ist deterministisch.

Beweis analog zum Determinismus fiir die Big-Step-Semantik (-, -) | - (Thm. 2).

Korollar 5. Fiir alle ¢ und o gibt es genau eine maximale Ableitungsfolge.

Die Existenz einer maximalen Ableitungsfolge folgt aus der Existenz unendlich langer Folgen, die

Eindeutigkeit aus dem Determinismus durch Induktion.

3.4 Aquivalenz zwischen Big-Step- und Small-Step-Semantik

Big-Step- und Small-Step-Semantik sind zwei Semantik-Definitionen fiir While. Bei der Big-Step-
Semantik interessiert nur der Endzustand einer Programmausfithrung, wihrend eine Ableitungsfol-
ge in der Small-Step-Semantik zusétzlich alle einzelnen Zwischenberechnungsschritte und -zustédnde
enthélt. Trotzdem passen beide Definitionen wie folgt zusammen, was in diesem Abschnitt bewiesen
wird:

(¢, o) |} ¢’ genau dann, wenn (¢, o) (skip, o)

Die Aquivalenzbeweise bendtigen die beiden folgenden Lemmas fiir Sequenz. Giibe es mehr Sprach-
konstrukte mit einer rekursiven Regel fiir die Small-Step-Semantik wie SEQlgg, brduchte man entspre-
chende Lemmas fiir jedes dieser.

Lemma 6 (Liftinglemma fiir Sequenz). Falls (¢, o)->1(¢, ¢'), dann (¢; ¢z, 0)>1(c'; 2, o).

Beweis. Induktion iiber n, der Induktionsschritt folgt aus der Regel SEQ1ss. O
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Lemma 7 (Zerlegungslemma fiir Sequenz). Wenn (c;; ¢, 0)->1(skip, ¢”), dann gibt es i, j
und ¢/, so dass (¢1, o)—1(skip, o/) und (¢, o)1 (skip, ¢”) mit i+ j+1=n.
Beweis. Beweis per Induktion iiber n (¢; und o beliebig):
e Basisfall n = 0: Dieser Fall ist unmoglich, weil ¢;; co # skip.
e Induktionsschritt n + 1: Induktionsannahme: Fiir alle ¢; und o gilt: Wenn (c1; ¢, 0)->1(skip, o),
dann gibt es i, j und o/ mit (c1, o)—1(skip, o’), (ca, 0/)L1(skip, ¢”) und i+ j+ 1 =n.
Unter der Annahme (c1; c¢g, J>ni>11<skip, o) ist zu zeigen, dass es 4, j und o’ gibt mit
(c1, o)1 (skip, o), (o, 0')L1(skip, o) und i+ j+1=n+1.

Beweis: Wegen (c1; co, o)ni11<skip, o) gibt es ein ¢ und o*, so dass
(c15 ¢2, o) —1 (¢, 0"V (skip, o”).

Mit Regelinversion folgt aus (c1; c2, 0)—1(c, %), dass entweder (SEQ2ss) ¢1 = skip, ¢ = ca,
*

o* = o oder (SEQlgs) ¢ von der Form ¢|; co mit (c¢1, o)—1(c}, o*) ist. Im ersten Fall folgt
die Behauptung mit der Aufteilung i = 0, j = n und ¢/ = 0. Im anderen Fall ergibt die In-
duktionsannahme fiir (¢}; c2, 0*)->1(skip, o”) eine Aufteilung in (c|, o*)~1(skip, o) und
(¢, 0"V L1 (skip, o) mit i’ + ' +1 = n. Mit (c1, 0)—1(¢}, o*) ergibt sich dann die Behauptung
firi=4+1,j=4 und o’ =0’ O

Theorem 8 (Small-Step simuliert Big-Step). Aus (¢, o) || o’ folgt (¢, o) (skip, o).
Beweis in der Ubung.

Theorem 9 (Big-Step simuliert Small-Step). Aus (¢, 0)->;(skip, o’) folgt (¢, o) |} o’

Beweis. Wegen (¢, 0)—1(skip, ¢’) gibt es ein n mit (¢, 0)—>;(skip, o). Beweis von (¢, o) |} ¢’ per
vollstindiger Induktion iiber n (¢, o, o beliebig):

Sei n beliebig. Induktionsannahme: Fiir alle m < n und ¢, o, o’ gilt: Wenn (¢, 0)%1(skip, o'), dann
auch (c, o) |} ¢’. Zu zeigen: Aus (i) (¢, o)—>1(skip, o’) folgt (¢, o) |} o’ fiir beliebige ¢, o und o’

Fallunterscheidung nach c:
e Fall ¢ = skip: Mit (i) folgt, dass n = 0 und o’ = 0. (skip, o) | o folgt aus Regel Skipps.
e Fall c=x := a: Mit (i) folgt, dass n = 1 und ¢’ = o[x— A[a]o]. (x := a, o) | o[x— A[a] o]
folgt aus der Regel Assgs.
e Fallc=cy; co:

Nach dem Zerlegungslemma liisst sich (i) in (¢, o)—1(skip, ¢*) und (¢, 0*)-51(skip, o’) mit
i+ 7 4+ 1 = n aufteilen. Damit ist insbesondere i < n und j < n, d.h., die Induktionsannahme l&sst
sich auf beide Teile anwenden: (c1, o) |} o* und (ca, o) || ¢’. Daraus folgt die Behauptung mit
der Regel SEQgs.

e Fall c=if (b) then ¢ else co: Aus (i) folgt mit Regelinversion, dass n > 0 und entweder
(IFTTss) Bb] o = ttund (c1, 0)"='1 (skip, o') oder (IFFFss) B[b] o = fFund (2, 0)"=1 (skip, o).
In beiden Féllen lidsst sich die Induktionsannahme anwenden und die Behauptung folgt aus den
Regeln IrTTgg bzw. IFFFpg.

e Fall c =while (b) do c: Aus (i) folgt mit Regelinversion (WHILEss), dass n > 0 und

(while (b) do ¢, o)—1(if (b) then c; while (b) do ¢ else skip, o) = (skip, o).

=w’
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Wendet man die Induktionshypothese mit m =n —1 < n und ¢ = w’ an, so folgt (w', o) || o’
Da w' nach dem Schleifenabwicklungslemma (Lem. 1) in der Big-Step-Semantik #quivalent zu
while (b) do cist, gilt auch (while (b) do ¢, o) | o’ O

Korollar 10 (Aquivalenz von Big-Step- und Small-Step-Semantik).

Fiir alle ¢, o und o’ gilt (¢, o) || ¢’ genau dann, wenn (¢, o)1 (skip, o’) gilt.
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4 Ein Compiler fiir While

Reale Rechner verarbeiten Assembler-Code und keine Syntaxbiume. Sprachen wie While sind damit
nicht direkt auf einem solchen Rechner ausfiithrbar, sondern miissen iibersetzt werden. Die Regeln der
Big-Step-Semantik (und auch der Small-Step-Semantik) lassen sich beispielsweise direkt in Prolog-
Regeln konvertieren, die ein Prolog-Interpreter ausfithren kann. Der fiir die Regeln spezialisierte Inter-
preter fiihrt dann das Programm aus, {ibersetzt es also in eine Ausfiihrung des Programms auf einem
konkreten Rechner. Dabei wird aber das auszufithrende Programm selbst nicht in eine fiir den Rechner
geeignetere Darstellung iibersetzt.

Direkter geht es, wenn man einen solchen Rechner und seine Instruktionen selbst formal modelliert und
einen Ubersetzer (Compiler) fiir While-Programme schreibt, der semantisch #quivalente Programme
erzeugt. In diesem Abschnitt wird dieser Ansatz fiir ein sehr abstraktes Modell eines solchen Rechners
fiir die Sprache While ausgearbeitet.

4.1 Ein abstraktes Modell eines Rechners ASM

Der abstrakte Rechner hat einen Speicher fiir Daten und eine Liste von Befehlen, die er abarbeitet. In
unserem einfachen Modell reichen drei Assembler-Befehle (zusammengefasst in der Menge Asm), zwei
zur Kontrollflusssteuerung und eine Datenoperation.

Definition 8 (Instruktionen in ASM).

ASSN z Aexp Zuweisung
JMP k relativer Sprung (k € Z)
JMPF k Bexp Dbedingter, relativer Sprung (k € Z)

Ein Assembler-Programm (ASM) P besteht aus einer unverénderlichen Liste der abzuarbeitenden
Befehle, angefangen mit dem ersten der Liste.

Neben dem Zustand fiir den Variableninhalt gibt ein Programmzdhler an, die wievielte Instruktion
der Liste die nichste ist, die abgearbeitet werden muss. Notation fiir einen einzelnen Ausfiihrungs-
schritt: P F (i, o) — (i, ¢’). Fiir ein gegebenes Programm (Instruktionsliste) P transformiert die
i-te Instruktion in P den Zustand o in den Zustand ¢’ und ¢ bezeichnet die nichste auszufiihrende
Instruktion. P; bezeichne das i-te Element von P und ist nur definiert, wenn ¢ nicht negativ und kleiner
als die Lange von P ist.

Definition 9 (Semantik von ASM).
Die Semantik P (., _) — (., _) eines ASM-Programms P ist durch folgende Regeln definiert.

A P, = ASSN z a ] P, = JMP k
SSN: MP:
P, a) = (i+1, olersAla] o]) PF (i, o) — (i+F, o)
P,=JWF kb Bb)o=tt Pi=JWF kb Bb)o=ff
JMPFT: JMPFF:
Pt (i, o) = (i+1, o) Pt (i, o) = (i+k, o)

Wenn i negativ oder grofler als die Linge von P ist, ist keine Ausfithrung moglich.
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Die gesamte Semantik eines Programms P in einem Zustand o ist wieder iiber die maximalen Ablei-
tungssequenzen von (0, o) gegeben; oder aber durch die blockierten Konfigurationen (i/, o), die in der

transitiven Hiille P - (i, ¢) — (i, o’) von (0, o) aus erreichbar sind, und die Existenz unendlicher
Ausfithrungen P F (0, o) =5.

Ubung: Welche Konstrukte und Regeln der Assembler-Sprache sind iiberfliissig und kénnten durch
die anderen simuliert werden?

4.2 Ein Compiler von While nach ASM

Sei P ++ P’ die Verkettung der beiden Listen P und P’ und |P| die Linge von P.

Definition 10 (Compiler). Der Compiler von While nach ASM sei durch die Funktion comp definiert:

]

[

[ASSN zx a]

= comp(cy) ++ comp(ca)

= [JMPF k; b] ++ comp(c1) ++[IMP k] ++ comp(cz)
wobei k1 = |comp(cy)| + 2 und kg = |comp(ca)| + 1

comp(while (b) do ¢) = [JMPF (k + 2) b] ++ comp(c) ++[IMP —(k + 1)]

wobei k = |comp(c)]

comp(skip

comp(x := a

comp(er; e

~— — ~— —

comp(if (b) then ¢; else ¢

Beispiel 6.
Das Kompilat des Programms z := 0; while (y <= x) do (z :=z + 1; x := x - y) ist:

[ASSN z 0, JMPF 4 (y <= x), ASSN z (z + 1), ASSNx (x - y), JMP —3]

Fir (if (x <= y) then x :=x +y; y :=X - y; x :=x -y elsey :=x); z := 5ergibtsich
folgendes Kompilat — unabhéngig von der Klammerung der Sequenz im then-Zweig:

[JMPF 5 (x <= y), ASSNx (x + y), ASSNy (x - y), ASSNx (x - y), JUP 2, ASSN y x, ASSN z 5 |

Ubersetzt man if (x <= -1) then x := -1 * x else skip, so erhilt man:
[JMPF 3 (x <= -1), ASSN x (-1 * x), JMP 1]
4.3 Korrektheit des Compilers

Ein Compiler soll die Semantik eines Programms nicht verdndern. Dadurch, dass die Semantik von
While und ASM formal gegeben sind, lésst sich das auch exakt formulieren und beweisen:

e Wenn (¢, o) | ¢’, dann comp(c) F (0, o) = (|comp(c)|, o').

e Wenn es keine Big-Step-Ableitung fiir (¢, o) gibt, dann comp(c) F (0, o) =.

Fiir den ersten Teil benotigen wir folgendes Hilfslemma, das es erlaubt, Instruktionslisten vorne oder
hinten zu erweitern:
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Lemma 11 (Verschiebungslemma).
(i) Wenn P F (i, o) — (¢, o), dann gilt auch, dass P'++ P F (i+ |P'|, o) — (' + |P’|, ¢/) und
P++P'+ (i, o) = (7, o).
(ii) Wenn P F (i, o) = (i’, ¢'), dann gilt auch, dass P’ ++ P I (i + |P'|, o) = (i’ +|P'|, ¢’) und
P4+ P'F (i, o) 5 (i, o).

Beweis. (i) Fallunterscheidung nach P;. (ii) Induktion iiber n, Induktionsschritt mit (i). O

Theorem 12 (ASM simuliert Big-Step). Wenn (¢, ¢) || o/, dann comp(c) - (0, &) = (Jcomp(c)|, o).

Beweis. Beweis durch Regelinduktion iiber (¢, o) |} o’:

e Fall SKiPps: Zu zeigen: comp(skip) F (0, ) — (|comp(skip)|, o). Trivial wegen |comp(skip)| =
0.

e Fall Asspg: Zu zeigen: comp(z := a) - (0, o) = (jcomp(z := a)|, oz — A[a] o]).
Beweis: [ASSN z a] F (0, o) — (1, o[z— A[a] o]) nach Regel Assn.

e Fall SEQps: Zu zeigen: comp(ci; ¢2) F (0, 0) (lcomp(er; e2)l, o).
Induktionsannahmen: comp(c;) - (0, o) = (Jcomp(c1)|, o) und comp(cz) F (0, ') = (|comp(cz)|, o).

Mit dem Verschiebungslemma 11 folgt aus den Induktionsannahmen, dass

comp(cy) + + comp(cg) F (0, o) = {Jcomp(cy)], o)
comp(c1) + + comp(cz) F (0 + |comp(c1)|, ') = (|comp(c)| + [comp(cy)], o”)

Transitivitit von — liefert die Behauptung.

(0, o) = (Jcomp(c1)|, ¢’) und B[b] o = tt.
Zu zeigen: comp(if (b) then ¢; else cp) b (0, ¢) = (Jcomp(if (b) then ¢; else c3)|, o).
Beweis mit dem Verschiebungslemma 11:

e Fall IFTTgg: Induktionsannahmen: comp(cy) F

[JMPF (|comp(cy)| + 2) b] ++ comp(cy) ++[IMP (Jcomp(c2)| + 1)] ++ comp(ce) +
(0, o) — (1, o) = (1 + |comp(c1)|, o’) — (2 + |comp(c1)| 4 |comp(ca)|, o)

e Fall IFFFgs: Analog zu IFTTgs.
e Fall WHILET Ts: Induktionsannahmen: B [b] o = tt, comp(c) F (0, o) = (jcomp(c)|, o’) und
comp(while (b) do ¢)F (0, 0/) 5 (Jcomp(while (b) do c)|, o”).

Zu zeigen: comp(while (b) do ¢)F (0, o) = (Jcomp(while (b) do ¢)|, o”).
Beweis mit dem Verschiebungslemma 11:

[JMPF (|comp(c)| + 2) b] ++ comp(c) ++[IMP —(|comp(c)| + 1)] +
0, o) = (1, o) = (Jcomp(c)| + 1, o’) = (0, ¢/) = (Jcomp(while (b) do ¢)|, ¢”)

e Fall WHILEFFpg: Induktionsannahme: B [b] 0=
Zu zeigen: comp(while (b) do ¢)F (0, o) = <|C0mp(wh11e (b) do ¢)|, o).
Beweis mit Regel JMPFF:

[JMPF b (|comp(c)| + 2)] ++ comp(c) ++[IMP —(|comp(c)| 4+ 1)] F (0, o) — (Jcomp(c)| +2, o) O

Dieses Theorem zeigt, dass es zu jeder terminierenden Ausfithrung in der Big-Step-Semantik eine ent-
sprechende (terminierende) Ausfithrung des iibersetzten Programms gibt. Das Theorem sagt jedoch
nichts iiber nicht terminierende Programme aus: Wir haben den zweiten Teil des obigen Korrektheits-
begriffs — nicht terminierende Ausfithrungen in While terminieren auch in ASM nicht — noch nicht
bewiesen. Da Nichttermination aber in der Big-Step-Semantik nicht direkt ausdriickbar ist, wére ein
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direkter Beweis formal sehr aufwandig. Stattdessen zeigt man iiblicherweise die umgekehrte Simulati-
onsrichtung: Wenn comp(c) F (0, o) = (|comp(c)|, ¢’), dann (¢, o) || o’

Fiir diesen Beweis bendtigen wir noch den Begriff der Abgeschlossenheit. Das Verschiebungslemma
erlaubte uns, beliebige Instruktionslisten zusammenzufiigen. Fiir die Riickrichtung miissen wir Instruk-
tionslisten an geeigneten Stellen aufteilen konnen. Dies ist aber nur moglich, wenn es keine Spriinge
iiber die Aufteilungsgrenze gibt. Abgeschlossenheit ist ein ausreichendes Kriterium dafiir:

Definition 11 (Abgeschlossenheit). Eine Instruktionsliste P heifit abgeschlossen, wenn alle Spriinge
in P nur an die (absoluten) Positionen aus {0, ...,|P|} gehen. Formal: Fiir alle i < |P| mit P, = JMP n
oder P, = JMPF n b gilt: 0 <i+n < |P|.

Beispiel 7.
[JMPF 3 (x <= -1), ASSNx (-1 * x), JMP 1] ist abgeschlossen, nicht aber [JMPF 3 (x <= 5), ASSN x 17].

Lemma 13. comp(c) ist abgeschlossen.

Beweis. Induktion iiber c. O

Lemma 14 (Aufteilungslemma). Sei P abgeschlossen, 0 <1 < |P|undj ¢ {|FR|,...,|Po|+|P]—1}.
Wenn Py4++P++ P, + (|Py|+1i, o) & (j, ¢'), dann gibt es o*, n; und ng mit n = ny + na,
PF (i, o) 2 (|P|, 0*) und Py++ P ++ P, F (|Py| + |P|, o*) 23 (4, o).

Beweis. Abkiirzungen: J = { |Py|,...,|Po|+|P| -1}, Q = Py++ P++ P1.
Induktion iiber n (o und 7 beliebig):
e Basisfall n = 0: Zu zeigen: Wenn (i) Q & (| Py| + 4, o) 9 (4, o'y und (ii) 0 < i < |P|, dann gibt es
o*, ny und ng mit 0 =ny +ny, PF (i, o) 2 (|P|, o*) und Q F (|Py| + | P|, o*) 23 (4, o).
Aus (i) folgt j = |Py| 4+ und o’ = 0. Mit (ii) und j ¢ J folgt ¢ = | P|. Damit folgt die Behauptung
mit ny =0, ng =0 und ¢* = 0.
e Induktionsschritt n + 1:
Induktionsannahme: Fiir alle 0 < i < |P| und o gilt: Wenn Q & (|Py| + i, o) > (j, ¢’), dann gibt
es 0%, ny und ng mit n = ny + ny, P+ (i, o) 3 (|P|, o*) und Q + (|Po| + |P|, o*) 3 (j, o).
Zu zeigen: Wenn (i) Q - (|Py| + ¢, o) s (4, 0’) und 0 < i < |P|, dann gibt es 0*, ny und ng mit
n+1=mny14+ng, PF (i, o) B (|P|, 0*) und Q F (|Py| + |P|, o*) 3 (j, o).
Wenn i = |P|, dann wihle ny =0, ng =n+ 1 und o* = 0.
Sei also 0.B.d.A (ii) 0 < i < |P|. Aus (i) gibt es i’ und o” mit Q F (|Py| +1i, o) — (i/, o) 5
(4, o). Aus Q + (|Py| +1i, o) — (i, o”) folgt (iii) |Py| < ¢ < |Py| + |P| und (iv) P + (i, o) —
(i" — |Py|, ") durch Fallunterscheidung:
— Fall Assn: Damit Q|p,|4; = ASSN x a, i’ = |Py| +i+1, 0" = o[z Afa] o]. Also P; = ASSN z a
und P+ (i, o) — (i’ — |Py|, ¢”) nach Regel Assnx. Mit (ii) folgt |Py| < 4" < |Py| + |P].
— Fall Jmp: Damit Q|p|4; = IMP k = P;, 7' = |Py|+i+k, 0" = 0. Somit P+ (i, o) — (i +k, o)
nach Regel Jmp. Da P abgeschlossen ist, gilt 0 < i+ k < |P|, somit |Py| < i’ < |Py| + |P).
— Fall JMPFT: Analog zu Fall AssN.
— Fall JMPFF: Analog zu Fall Jmp.
Beweis des Induktionsfalls durch Fallunterscheidung:
— Fall ¢/ = |Py| + | P|: Setze n1 =1, ng = n, o* = ¢”. Aus (iv) folgt P (i, o) — {(|P|, ¢"). Mit
QF (', 0"y % (j, o) folgt die Behauptung.
— Fall |Py| < < |Py| +|P|: Somit 0 < i’ — |Py| < |P|. Nach der Induktionsannahme fiir i =
i' —|Py) und 0 = o” und Q + (i, o) = (j, ¢') gibt es ¢*, n; und ny mit n = ny + no,
(v) P+ (i’ = |Py|, o) & (|P|, o*) und (vi) Q F (|Po| + |P|, ¢*) 23 (j, ¢’). Aus (iv) und (v)
folgt P+ (i, o) gt (|P|, o*). Mit (vi) und n+ 1 = (n1 + 1) 4 no folgt die Behauptung. [
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Theorem 15 (Big—Step simuliert ASM).
Wenn comp(c) F (0, o) = (Jcomp(c)|, o), dann (¢, &) |} o

Beweis. Beweis durch Induktion iiber ¢ (o, o’ beliebig)

e Fall skip: Zu zeigen: Wenn (i) [| - (0, o) = (0, ¢’), dann (skip, o) |} o’
Aus (i) folgt durch Regelinversion, dass ¢/ = o, damit die Behauptung mit Regel Skipgs.

e Fall z := a: Zu zeigen: Wenn (i) [ASSN x a] F (0, o) = (1, ¢'), dann (z := a, o) | o’
Aus (i) folgt durch Regelinversion, dass ¢’ = o[z +— A[a] o]. Damit gilt (z := a
Regel Assgg.

e Fall ¢1; c9: Abkiirzungen: P = comp(cy) ++ comp(cg) und | = |comp(cy)| + [comp(cz)|
Induktionsannahmen: Fiir alle ¢ und o’ gﬂt Wenn comp(ci) F (0, o) = (Jcomp(cy)|, ¢’), dann
(c1, o) |} o/; und wenn comp(cz) F (0, ) = (Jcomp(c2)|, o’), dann (co, o) |} o’

Zu zeigen: Wenn (i) P+ (0, ) = (I, ¢'), dann {(c1; c¢2, o) |} 0.

Nach Lem. 13 sind comp(c;) und comp(cg) abgeschlossen. Nach dem Aufteilungslemma 14 und
(i) gibt es ein ¢* mit (ii) comp(cy) F (0, ) = (Jcomp(ey)|, o*) und (iii) P F (|comp(cy)|, o*) =
(1, o).

Aus (ii) folgt mit der Induktionsannahme, dass (c¢1, o) | o*.

Wegen (iii) gibt es nach dem Aufteilungslemma ein o** mit (iv) comp(cz) F (0, o*) = (|comp(cz)|, o**)

und (v) P+ (I, o™*) 5 (I, o).

Aus (iv) folgt mit der Induktionsannahme, dass (c2, o*) |} o**

Aus (v) folgt durch Regelinversion, dass o** = ¢’ und damit die Behauptung mit Regel SEQps.

e Fall if (b) then ¢; else cy: Abkiirzungen: I = |comp(cy)|, l2 = [comp(ca)],

P = [JMPF (l1 + 2) b] +4 comp(eq) ++][IMP (I3 + 1)] ++ comp(cz).

Induktionsannahmen: Fiir alle ¢ und o’ gﬂt Wenn comp(ci) F (0, o) = (Jcomp(cy)|, ¢’), dann

(1, o) | 0'; und wenn comp(cz) (0, o) = (Jcomp(cz)|, o), dann (cz, o) || o’

Zu zeigen: Wenn (i) P+ (0, o) = (|l; + 12 + 2|, o), dann (if (b) then ¢; else ca, o) |} o’

Beweis: Fallunterscheidung nach B [b] o.

— Fall B[b] o = tt: Aus (i) folgt P + (0, o) — (1, ¢) = (Iy + lo + 2, ¢') durch Regelinversion.
Da comp(cy) abgeschlossen ist (Lem. 13), gibt es mit dem Aufteilungslemma 14 ein ¢* mit
(1) comp(cy) F (0, o) = (I, o*) und (ii) P+ (I; + 1, 0*) 5 (I; + o + 2, ¢'). Aus (i) folgt mit
der Induktionsannahme, dass (c¢1, o) | o*.
Aus (ii) und P, 41 = JMP (l2 4+ 1) folgt mit Regel-Inversion, dass o* = ¢’. Zusammen mit
B[b] o = tt und (c1, o) | o* folgt (if (b) then ¢; else ca, o) |} o/ nach Regel IFTTgs.
— Fall B[b] o = ff: Analog fiir co statt c;.
e Fall while (b) do c¢: Abkiirzungen: P = comp(while (b) do ¢) und I = |comp(c)|.

Induktionsannahme I: Wenn comp(c) F (0, o) = (I, ¢}, dann (¢, o) |} o’ fiir beliebige o, o’

Zu zeigen: Wenn P + (0, o) = (I +2, ¢’), dann (while (b) do ¢, o) | o’

Beweis einer stidrkeren Aussage durch vollstdandige Induktion iiber n (o beliebig):

Wenn P+ (0, o) % (142, ¢’), dann (while (b) do ¢, o) || 0.

Sei n beliebig. Induktionsannahme I1I:
Fiir alle m < n und o gilt: Wenn P (0, o) B (1+2, 0'), dann (while (b) do ¢, o) | o’
Zu zeigen: Wenn (i) P+ (0, o) 2% (1 +2, o'), dann (whlle (b) do ¢, o) | 0.

Fallunterscheidung nach B [b] o:
— Fall B[b] o = ff: Aus (i) folgt dann n = 1, 0 = ¢’ durch Regelinversion. Nach Regel WHILEFFpg
gilt (while (b) do ¢, o) o’.
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— Fall B[b] o = tt: Aus (i) folgt damit n > 0 und P+ (0, o) — (1, o) = (142, o).
Da comp(c) abgeschlossen ist (Lem. 13), gibt es nach dem Aufteilungslemma 14 ¢*, n; und ns
mit n — 1 = ny + ng, (i) comp(c) F (0, o) ™ (I, o*) und (iii) P+ (1 +1, o*) B (1 +2, o).
Aus (ii) folgt mit Induktionsannahme I, dass (¢, o) | o*.
Aus (iii) und P41 = JMP —(1 4 1) folgt durch Regelinversion: P + ({+ 1, o*) — (0, o*) n2st
(1+2, o).
Aus P+ (0, o*) n2st (142, o') folgt mit der Induktionsannahme II fiir m = ny — 1 < n und
o =c*, dass (while (b) do ¢, o*) || o'
Zusammen mit (¢, o) | o* und B[b]Joc = tt folgt (while (b) do ¢, o) | o' mit Regel
WHILET Tgs. O

Aus diesem Theorem ldsst sich nun ,einfach“ die zweite Korrektheitsaussage des Compilers beweisen.
Zuerst aber noch folgendes einfaches Hilfslemma:

Lemma 16. Sei P abgeschlossen und 0 <i < |P)|.
(i) Wenn P+ (i, o) — (i, ¢'), dann 0 < ¢ < |P|.
(i) Wenn P (i, o) = (i, o) und 0 <4 < |P|, dann 0 < ¢’ < |P|.

Beweis. (i) durch Regelinversion, (ii) durch Induktion iiber >, Induktionsschritt mit (i). O

[e.e]

Korollar 17. Gibt es kein ¢/ mit (¢, o) || o/, dann comp(c) - (0, o) —.

Beweis. Beweis durch Widerspruch. Angenommen, comp(c) - (0, o) 7. Dann gibt es i’ und ¢’ mit
comp(c) F (0, o) = (i', ¢/) 4 Da comp(c) abgeschlossen ist (Lem. 13), folgt mit Lem. 16, dass
0 < ¢ < |comp(c)|. Da (i, o’) blockiert ist, gilt i’ = |comp(c)|. Nach Thm. 15 gilt also (¢, o) | o’

Widerspruch zur Voraussetzung. O
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4.4

Vergleich der verschiedenen Semantiken

Big-Step-Semantik

Das gesamte Programm wertet in einem
Schritt zu einem Endzustand aus.

Alle Berechnungsdetails sind in dem Ab-
leitungsbaum versteckt.

Beweisprinzip: Regelinduktion iiber die
Auswertungsrelation.

Nichttermination und Blockieren sind {e; o) {4 o’
nicht unterscheidbar.

Small-Step-Semantik

ASM

Ableitungsfolge enthilt explizit al- i
le Berechnungsschritte. \ / \ / \ -

Jeder Schritt wird durch einen ein-
zelnen Ableitungsbaum gerechtfer-
tigt.

(co, 00) (c1, o1) (ca, 09) oo —q(skip, op)

Beweisprinzip: Regelinduktion fiir einzelne Schritte und Induktion iiber die Linge der Ablei-
tungsfolge

Nichttermination und Blockieren ausdriickbar

Die transitive, reflexive Hiille abstrahiert von den stérenden, expliziten Zwischenschritten.

P <i0, 0'0> — <i1, O'1> — <i2, 0'2> — ... <|P|, O'n>
Programm ist eine Liste, hat keine Baumstruktur.

Ableitungsfolgen beschreiben wie bei einer Small-Step-Semantik die einzelnen Berechnungsschrit-
te

Jeder Schritt wird nur durch eine einzelne Regel gerechtfertigt.

Beweisprinzip: Fallunterscheidung tiber die Instruktionen und Induktion iiber die Lénge der
Ableitungsfolge

Nichttermination und Blockieren ausdriickbar.
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5 Erweiterungen von While

Fiir die bisher betrachtete Sprache While gab es wegen der Einfachheit der Sprache bei der Model-
lierung der Semantik wenig Entscheidungsalternativen. Die entwickelten Semantiken bestehen aus
ynatiirlichen“ Regeln, an denen wenig zu riitteln ist. Eine neue Semantik fiir eine Programmiersprache
zu finden, hat aber viel mit Entwurfs- und Modellierungsentscheidungen zu tun. Deswegen werden in
diesem Teil einige Erweiterungen fiir While entwickelt, die auch einige Vor- und Nachteile von Big-Step-
und Small-Step-Semantiken aufzeigen werden.

Definition 12 (Modulare Erweiterung). Eine Erweiterung heifit modular, wenn man lediglich

neue Regeln zur Semantik hinzufiigen kann, ohne die bisherigen Regeln anpassen zu miissen. Mehrere
modulare Erweiterungen kénnen normalerweise problemlos kombiniert werden.

5.1 Nichtdeterminismus Whileyp

Sowohl Big-Step- als auch Small-Step-Semantik fiir While sind deterministisch (Thm. 2 und 4). Die ers-
te (modulare) Erweiterung Whileyp fithrt eine neue Anweisung ¢; or co ein, die nichtdeterministisch
entweder c¢; oder co ausfithrt. Whiley p-Programme bestehen also aus folgenden Anweisungen:

Com ¢ == skip|x := a|cy; ¢ | if (b) then ¢} else ¢y | while (b) do ¢ | ¢; or ¢

Beispiel 8. Das Programm x := 5 or x := 7 kann der Variablen x entweder den Wert 5 oder den
Wert 7 zuweisen.

5.1.1 Big-Step-Semantik

Die Ableitungsregeln fiir (_, _) |} - werden fiir das neue Konstrukt ¢; or c¢p um die beiden folgenden
erweitert:

{c1, o) | o (ea, o) | o

ORlBS: ORQle

(e1 or cg, o) | o’ (e1 or cg, o) |0’

Ubung: Welche Ableitungsbiume hat das Programm P = (x := 5) or (while (true) do skip)
in der Big-Step-Semantik?

5.1.2 Small-Step-Semantik

Die Small-Step-Semantik (_, _)—1(_, ) muss ebenfalls um Regeln fiir ¢; or ¢y erginzt werden:

ORlgs: (1 or cg, 0)—1({c1, 0) OR2ss: (€1 or ca, 0)—1(ca, 0)

Beispiel 9. Das Programm P = (x := 5) or (while (true) do skip) hat zwei maximale Ablei-
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tungsfolgen:

{
{

)
)

—1 (x =5, o) —1 (skip, o[x 5])
N

P o
P o

!

{
1 (while (true) do skip, o)
1 (if (true) then (skip; while (true) do skip) else skip, o)
(

—1 (skip; while (true) do skip, o) —; (while (true) do skip, o) —1 ...

Im Vergleich zur Small-Step-Semantik unterdriickt die Big-Step-Semantik bei nichtdetermistischen
Verzweigungen die nichtterminierenden Ausfithrungen. Insofern sind fiir nichtdeterministische Spra-
chen Big-Step- und Small-Step-Semantik nicht dquivalent: (Potenzielle) Nichttermination ist in der
Big-Step-Semantik nicht ausdriickbar.

Ubung: Welche der Beweise iiber die Small-Step- bzw. Big-Step-Semantik fiir While lassen sich auf
Whileyp iibertragen?

e Determinismus von Big-Step- und Small-Step-Semantik (Thm. 2 und 4)

e Fortschritt der Small-Step-Semantik (Lem. 3)

e Aquivalenz von Big-Step- und Small-Step-Semantik (Kor. 10)

5.2 Parallelitit Whilepz

Als Néchstes erweitern wir While um die Anweisung ¢; || ¢, die die Anweisungen ¢; und ¢y parallel
ausfiihrt, d.h., sowohl ¢; als auch ¢, werden ausgefiihrt, die Ausfithrungen kénnen dabei aber verzahnt
(interleaved) ablaufen.

Beispiel 10. Am Ende der Ausfithrung des Programms x := 1 || (x := 2; x := x + 2) kann x
drei verschiedene Werte haben: 4, 1 und 3. Die moglichen verzahnten Ausfithrungen sind:

x :=1 X := 2 X := 2
X = 2 X :=x + 2 x :=1
X + 2 x :=1 X :=x + 2

b
]

Diese Verzahnung lésst sich in der Small-Step-Semantik durch folgende neue Regeln modellieren:

<Cla O->—>1<C/17 U,> <62a O->_>1<C/27 OJ>
PAR1: ; ; PAR2: —
(c1 Il ¢, o)y—=1(c] |l c2, o) (1 Il cay o)=1{c1 |1 ¢, o)
PArRSkIPL: (skip || ¢, o)—1{c, o) PARSKIP2: (¢ || skip, o)—1{c, o)

Bemerkung. Anstelle der Regeln PaArSkip1 und ParSkip2 koénnte man auch die kombinierte Regel
PARSKIP: (skip || skip, o)—1(skip, o)

verwenden. Beide Varianten definieren die gleiche Semantik (im Sinne der Existenz unendlicher Ab-
leitungsfolgen bzw. erreichbarer Endzusténde) fiir Whilep 4g-Programme, jedoch sind einige Beweise
mit den Regeln PARSKIP1 und PARSKIP2 technisch einfacher (sieche Ubung).
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Versucht man, eine entsprechende Erweiterung fiir die Big-Step-Semantik zu finden, stellt man fest,
dass dies nicht mdoglich ist. Da ¢; und ¢o von ¢; || ¢o mit den Regeln der Big-Step-Semantik nur
immer vollstindig ausgewertet werden konnen, kann eine verschrinkte Ausfithrung nicht angegeben
werden.

5.3 Blocke und lokale Variablen Whileg

Bisher waren alle Variablen eines Programms global. Guter Stil in modernen Programmiersprachen
ist aber, dass Variablen nur in dem Bereich sichtbar und zugreifbar sein sollen, in dem sie auch
benétigt werden. Zum Beispiel werden Schleifenzéhler fiir for-Schleifen iiblicherweise im Schleifenkopf
deklariert und sind nur innerhalb der Schleife zugreifbar.

Ein Block begrenzt den Sichtbarkeitsbereich einer lokalen Variablen z. Die Auswirkungen einer Zu-
weisung an x sollen sich auf diesen Block beschrianken. Die neue Erweiterung Whileg von While um
Blocke mit Deklarationen von lokalen Variablen fithrt die neue Block-Anweisung { var =z = a; ¢ }
ein. Semantisch soll sich dieser Block wie ¢ verhalten, nur dass zu Beginn die Variable x auf den Wert
von ¢ initialisiert wird, nach Abarbeitung des Blocks aber immer noch den urspriinglichen Wert hat.

5.3.1 Big-Step-Semantik

Die Semantik (-, _) | - wird mit folgender Regel erweitert:

(c, olw— Ala]o]) § o'

B :
HOCHEs {var # = a; ¢ }, o) | o[z o(z)]

Beispiel 11. Ableitungsbaumzu P =9{ var x = 0; { var y = 1; x :=5; y :=x +y }; y :=x }
im Startzustand o1 = [x+— 10,y +— 20]:

A ASSps
(y := x, g¢) | o7

SEQBs

({var y=1; x :=5; y:=x+y }; y:=x 09) o7 BLock
(P, o1) | o3 o
ASSpg Assps
(x :=5, 03) o4 (y :=x +y, o4) | 05
A BLOCKRs

{var y=1; x :=5; y:=x+y }, o9)log

x y
o1 = [x—10,y~— 20] 10 20
o9 = o1[x+ 0] 0 20
o3 = gy 1] 0 1
o4 = o3[x+> 5] 5 1
o5 = o4ly—oa(x) +ou(y)] 5 6
06 = 0'5[yl—>0'2(y)] ) 20
o7 = ogly— o6(x)] 5 5
og = o7[x— 01(x)] 10 5
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5.3.2 Small-Step-Semantik

Blocke sind in der Big-Step-Semantik sehr einfach, da der zusétzliche Speicherplatz, den man fiir die
lokale Variable oder den urspriinglichen Wert benétigt, in der Regel BLockpg versteckt werden kann.
Die Small-Step-Semantik beschreibt immer nur einzelne Schritte, muss also den alten oder neuen Wert
an einer geeigneten Stelle speichern. Dafiir gibt es im Wesentlichen zwei M6glichkeiten:

1. Man ersetzt den Zustand durch einen Stack, der die vergangenen Werte speichert. Alle bisherigen
Anweisungen #@ndern nur die obersten Werte, Blocke legen zu Beginn neue Werte auf den Stack
und nehmen sie am Ende wieder herunter.

2. Man speichert einen Teil der Zustandsinformation in der Programmsyntax selbst.

Im Folgenden wird die zweite, modulare Variante vorgestellt. Die neuen Regeln sind:

(e, oz Ala] al)—1(¢, o)
(

({var 2 =a; ¢}, 0) = { var = = N} [o'@)]; ¢ 3, o'lao(x)])

BLocK1gg:

BLock2gs: ({ var = = a; skip }, o)—1(skip, o)

Beispiel 12. Ableitungsfolgezu P={ var x = 0; { var y = 1; x :=5; y :=x +y }; y :=
im Startzustand o = [x+— 10,y +— 20]:

(Pyo)y—1{({var x =5; {vary=1; y:=x+y }; y :=x }, o)
—1{({ var x = 5; { var y = 6; skip }; y :=x }, 0)
—1({ var x = 5; skip; y :=x }, o) >1 ({ var x = 5; y := x }, 0)
—1 ({ var x = 5; skip }, o[y 5]) —1 (skip, o[y 5])
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5.4 Prozeduren

In diesem Abschnitt erweitern wir die Whileg-Sprache um Prozeduren bzw. Funktionen. Waren die
bisherigen Semantiken fiir While mit Erweiterungen meist ohne grofie Designentscheidungen, so gibt
es bei Prozeduren mehrere Modellierungsmdoglichkeiten mit unterschiedlicher Semantik. Wir beginnen
mit der einfachsten Form, bei der Prozeduren quasi textuell an die Aufrufstelle kopiert werden und
ohne Parameter auskommen, dhnlich zu Makros.?

5.4.1 Prozeduren ohne Parameter Whileproc

Die Syntax von Whileproc muss dazu Deklarationsmdoglichkeiten fiir und Aufrufe von Prozeduren
bereitstellen. Ein Programm P besteht ab sofort aus einer Anweisung ¢ und einer Liste von Proze-
durdeklarationen der Form (p, c), wobei p den Namen der Prozedur und ¢ den Rumpf der Prozedur
beschreibt. Wir nehmen im Folgenden immer an, dass die Prozedurnamen in der Deklarationsliste
eindeutig sind. Die neue Anweisung call p ruft die Prozedur p auf.

Beispiel 13. (sum,if (i == 0) then skip else (x := x + i; 1 := i - 1; call sum)) dekla-
riert eine Prozedur sum. Damit berechnet x := 0; call sum die Summe der ersten o (i) Zahlen, falls
o(i) > 0 ist.

Wenden wir uns nun als erstes der Big-Step-Semantik zu. Diese braucht fiir die Aufrufregel die Pro-
zedurdeklarationen. Deswegen #dndern wir den Typ der Big-Step-Auswertungsrelation so, dass die
Deklarationen als eine Umgebung P durch alle Regeln durchgeschleift werden:

_F(, ¥ - C PDecl" x (Com x X) x 2
Entsprechend miissen alle bisherigen Regeln angepasst werden:
Skiphy: P (skip, o) | o AssEg: PH(z := a, o) | o[z — Afa] o]

SEQP Pt {cy, o) o PF <01, U'> o
EQhq:
“ss PFr{cy; c1, o) |l o

. Bb]o = tt Pt {cy, o) o
" Pk (if (b) then ¢y else ci, o)l o’

IFTTE

_ Bpjo =  PkF{c, o)l o
" P (if (b) then c¢g else ci, o) | o

IFFFE

Bb]o =ff
P (while (b) do ¢, o) o

WHILEFFE:

B[b] o = tt Pt {c, o)l Pt (while (b) do ¢, o') | o”
Pt (while (b) do ¢, o) | o”

WHILET TLg:

Pt {c, olz— Ala]a]) | o
Pt {{ var z = a; ¢ }, o) | o'[z—o(2)]

P .
BLOCKgg:

2Makros werden iiblicherweise durch einen Priprozessor statisch im Text ersetzt, der Compiler oder die Semantik
sehen von den Makros selbst nichts. Unsere Prozeduren dagegen werden erst zur Laufzeit eingesetzt.
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AuBlerdem brauchen wir noch eine neue Regel fiir den Prozeduraufruf:

(p,c)e P PF{c, o)lo
PF{call p, o)l o

P .
CALLpg:

Die Small-Step-Semantik ist fiir diese Variante der Prozeduren genauso einfach. Wie bei der Big-
Step-Semantik erweitern wir (., _)—1(,, _) um die Prozedurdeklarationsumgebung P, die Regeln
wiederholen wir hier nicht nochmals. Fiir die Aufrufanweisung call p ergibt sich folgende Regel:

(p,c) e P
Pk {(call p, o)—1{c, o)

P .
CALLgg:

Beispiel 14. Sei P die Liste, die nur die Prozedur sum wie im letzten Beispiel deklariert. Der Ablei-
tungsbaum fiir call sum im Anfangszustand o1 = [i— 2,x+— 0] ist:

o1 =[i—2,x+—0] :
oy = [ir1,x—2 P = (skip, o3) | 03
o3 = [ib—)O,Xi—>3] Pt <Csuma 03> | o3

P+ {(call sum, o3) | 03
P (ce1se, 02) | 03
Pt {coum, 02) | 03
Pt (call sum, o03) || o3
P <Celse; Ul) | o3
P+ (csum, 01) J 03
P+ (call sum, o1) | o3

(sum, csyn) € P

(sum, Cgun) € P

Ubung: Welche Ableitungsfolge ergibt sich in der Small-Step-Semantik fiir dieses Beispiel?

Obwohl die Semantik-Regeln einfach sind, ist diese Modellierung von Prozeduren aus folgenden Griinden
nicht zufriedenstellend:

1. Es gibt keine Parameter, Wertiiber- und -riickgabe ist nur iiber globale Variablen mdoglich.

2. Die Variablen in der Prozedur sind nicht statisch an globale Variablen gebunden, sondern werden
dynamisch gebunden. Wenn ein umgebender Block eine lokale Variable deklariert, deren Namen
in der Prozedur verwendet wird, so arbeitet die Prozedur beim Aufruf innerhalb des Blocks mit
der lokalen Variable, auflerhalb aber mit der globalen. Damit werden Abstraktionen unmoglich.

5.4.2 Prozeduren mit einem Parameter Whileprocp

Wegen der obigen Nachteile wollen wir nun noch eine Modellierung mit expliziten Parametern und
statisch gebundenen Variablen ausarbeiten. Diese Anderung ist nicht modular, weil wir dafiir die
Zustandsmodellierung dndern miissen, so dass Variablen je nach Bedarf an andere Speicherstellen
gebunden werden kénnen.

Definition 13 (Speicher, Variablenumgebung). Der Speicher (store) s ist eine Funktion von

Speicherstellen (locations) auf Werte. Eine Variablenumgebung E ordnet jeder Variablen eine Spei-
cherstelle (location) zu, hat also den Typ Var = Loc.
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FEin Zugriff auf eine Variable x erfolgt nun dadurch, dass

1. Die der Variablen z zugeordnete Speicherstelle E(x) ermittelt wird, und

2. Im Speicher s auf die Stelle E(x) — mit dem gespeicherten Wert s(FE(x)) — zugegriffen wird.

Der Einfachheit halber sei Loc = Z. Neben der Speicherung der Werte der Speicherstellen muss ein
Speicher auch noch vermerken, welche Speicherstelle die néchste unbenutzte ist. Demnach ist ein
Speicher vom Typ

Store = Loc U {next} = Z,

wobei unter next die nichste freie Speicherzelle vermerkt ist.?

Definition 14 (Programm). Ein Programm der neuen Sprache Whileprocp besteht aus

1. einer Liste P von Prozedurdeklarationen,
2. der auszufiihrenden Anweisung und

3. einer Liste V der globalen Variablen, die von den Prozeduren und der Anweisung verwendet
werden.

Definition 15 (Initiale Variablenumgebung, initialer Zustand). Die initiale Variablenumge-
bung Ey ordnet den globalen Variablen die ersten |V| Speicherstellen, d.h. von 0 bis |[V| — 1, zu. Der
initiale Zustand muss unter next die néchste freie Speicherstelle |V| speichern.

Da Prozeduren nun auch einen Parameter bekommen und einen Riickgabewert berechnen sollen,
miissen auch Prozedurdeklarationen und Aufrufe angepasst werden. Konzeptuell kann unser Ansatz
auch auf mehrere Parameter- oder Riickgabewerte erweitert werden. Wegen der zusétzlichen formalen
Komplexitdat betrachten wir hier aber nur Prozeduren mit einem Parameter.

Definition 16 (Prozedurdeklaration). Eine Prozedurdeklaration besteht nun aus

1. dem Prozedurnamen p,
2. dem Parameternamen x und

3. dem Rumpf der Prozedur als Anweisung.

Den Riickgabewert muss jede Prozedur in die spezielle (prozedurlokale) Variable result schreiben.
Damit hat jede Prozedur automatisch zwei lokale Variablen: Den Parameter und die Riickgabevariable
result.

Ein Aufruf hat nun die Form y <- call p(a), wobei p der Prozedurname, a der arithmetische Aus-
druck, dessen Wert an den Parameter {ibergeben wird und y die Variable ist, die den Riickgabewert
aufnimmt.

Beispiel 15. Gegeben sei die Deklaration der Prozedur sum2 mit Parameter i und Rumpf
if (i == 0) then result := 1 else (result <- call sum2(i - 1); result := result + i)
Der Aufruf x <- call sum2(10) speichert in der Variablen x die Summe der ersten 10 Zahlen.

3Da wir Loc = Z gewihlt haben, geniigt uns dieser einfache Typ, da s(next) € Loc gelten muss. Im allgemeinen Fall
wire Store = (Loc = Z) x Loc, was die Syntax aufwindiger machte.
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Fiir die Big-Step-Semantik muss die Auswertungsrelation wieder erweitert werden: Wir brauchen
zusitzlich die globale Umgebung Ejy und die aktuelle Umgebung E, die den Variablen Speicherstellen
zuordnen. Zum Programmstart sind diese beiden gleich, im Laufe der Ausfiihrung kann sich E aber
dndern. Auflerdem gibt es keinen Zustand o mehr, sondern nur noch einen globalen Speicher s. Damit
hat die Auswertungsrelation folgende Form:

P Ey,EtF{(c, s) | s

Wie schon mit P geschehen, miissen die Umgebungen Fy und E durch alle Regeln durchgeschleift
werden. Variablenzugriffe miissen jetzt iiber E und s erfolgen.

Definition 17 (Big-Step-Semantik fiir Prozeduren mit einem Parameter).
Die gednderten Regeln fiir die Auswertungsrelation sehen wie folgt aus:

Skiphl: P, Ey, E + (skip, s) | s Asshi: P Eg, Bt (x := a, s) | s[E(x)— Ala] (s o E)]

P, Ey,E+ {co, s) | s P Ey, E+ <cl, 5’> | s”

SEQLL:

s P,Eo,EF (co; c1, ) b8
— /
IFTTEL B[b] (so E) =tt P,Ey, E I {co, s)l}s/
P,Ey, Et (if (b) then ¢y else ci1, s) s
B[b] (so E)=ff P,Ey,EF {c1, s) | &
IFFFEL. [0] (s o E) 0 (c1, s) /
P,Ey, EF (if (b) then ¢y else c1, s) s

Bb] (so E)=ff
WHILEFFEL: [t (s E)

P,Ey, E+ (while (b) do ¢, s) s

B[b] (so E)=tt P Ey,EtF {c, s) & P Ey, EF <whi1e () do c, s'> s

WHILETTLL: =
P, Ey, E+ (while (b) do ¢, s) s
B oy P Eo, Elz— s(next)] - (c, s[s(next)— Ala] (s o E),next— s(next) + 1]) | s’

LOCKES:

bs P Ey,EF{{ var z = a; ¢ }, s) || s'[next— s(next)]

(p.z.c) € P P, Ey, Eo[x +— s(next), result — s(next) + 1] -

- (c, s[s(next)— A[a] (s o E),next— s(next) +2]) |

CALLyg

: P Ey,EF (y <= call p(a), s) | s'[E(y)— s'(s(next) + 1), next — s(next)]

Die Regeln BLockEl und CarLEl allozieren nun explizit neuen Speicher fiir die lokale Variable bzw. den
Paramter und result. Nach der Ausfithrung setzen sie den next-Zeiger auf den Wert vor Beginn der
Ausfithrung zuriick. Dies ist moglich, weil neue Variablen (und damit neuer Speicher) nur strukturiert
durch Blocke bzw. Prozeduraufrufe alloziert werden, d.h., der Speicher wird stack-artig verwendet.
Anschaulich ergibt sich folgende Speicheraufteilung:

globale Variablen
lokale Variablen
Parameter
Riickgabewert result

0 ... [V|-1 —
| G [ L |PIR][ L |P[R] L |.. wobei

j=viav il D)

Beispiel 16. Sei P die Prozedurliste, die nur die Prozedur sum2 vom letzten Beispiel deklariert, und
das Hauptprogramm ¢ = x <- call sum2(2). Die Liste V' der globalen Variablen ist dann [x]. Damit
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ergibt sich die initiale Variablenumgebung Ey zu [x — 0] und der Anfangsspeicher so = [0+—7, next — 1],
wobei der Anfangswert von x einen beliebigen Wert 7 hat. Der Ableitungsbaum fiir ¢ ist:

P,Ey, E1 F (result := result + i, s7) ) sg
P, Ey, E1 = (Ce1se, 51) | 58
P, Ey, E1 F (coum2, s1) | S8
P, Ey, Ey F (¢, so) | s9

B[[i == ﬂ(sloEl):ﬁ'

(sum2, i, Coynn) € P

P, Eo Es b 1t := 1t + i,
B == 0] (520 Fy) = ff 0, Fa - (resu resu i, s5) | s6

P,Ey, Es = (Ce1se, 52) | S

(sum2, i, Csymz) € P
° P, Ey, By = (Csum2, 52) I 6

A:
P, Ey, B F (result <- call sum2(i - 1), s1) | s7
Bi == 0] (s30 E3) =tt
[[ I(ss ) P, Ey, E5 F (result := 0, s3) | s4
(sum2, i, csymz) € P
B. P, Ey, B3 = (Csun2, 53) | 54
’ P, Ey, Es F (result <- call sum2(i - 1), s2) | s5
wobei

Variablenumgebung: Belegung: x i result
Eo = [x—0] 0
Ep[i— sp(next), result— sp(next) +1] 0 1 2
Ey[i si(next), result — sy(next) +1] 0 4
Ep[i— sa(next), result — so(next) +1] 0 5 6

Speicher: Werte: next 0 1 2 3 4 5 6
so = [0—7?, next— 1] 17

s1 =5 [1»—>.A[[2]](00E0),next»—>3] 3 7 2 7

sy = s1[3—A[i - 1] (s1 o E}), next+ 5] 5 7 2 7 1 7

sg = s9[b— A[i - 1] (s2 o E3), next— 7] 7?7 2 7?7 1 7 0 7
sy = s3[E3(result)— A[0] (s3 o E3)] T 7?2 7 1 7 0 0
s5 = S4[Ea(result) — s5(sa(next) + 1), next +— 5] 5 7?7 2 7 1 0 0 0
s¢ = Sp|Fa(result)— Afresult + i](ss0FEy)] 5 7 2 7?2 1 1 0 0
s7 = s¢[E1(result) — sg(s1(next) + 1), next — 3] 3 7 2 1 1 1 0 0
ss = s7|Ei(result)— Afresult + i](syoFEy)] 3 7 2 3 1 1 0 0
sg = sg[Ep(x) — sg(so(next) + 1), next— 1] 1 3 2 8 1 1 0 0
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5.5 Getypte Variablen Whiler

Bisher speicherten alle Variablen in unseren Programmen ausschliellich ganze Zahlen, aber keine
booleschen Werte. Wir d&ndern Whilep jetzt, sodass Zuweisungen auch fiir boolesche Werte erlaubt
sind, und nennen die neue Sprache Whilep. Dabei st68t man aber schnell auf ein Problem: Welchen
Wert hat y am Ende des Programms

X := true; y := x + b7

Genau genommen mochten wir dieses Programm als ungiiltig zuriickweisen. Im Allgemeinen ist es
aber sehr schwierig (bzw. unentscheidbar), ob ein Programm in diesem Sinn als giiltig anzusehen ist.

Ubung: Welche der folgenden Programme sollten Threr Meinung nach als ungiiltig zuriickgewiesen
werden?

e X := true; x :=0
e y := true; (if (y) then x := true else x := 0); z := X
ex :=true; { var x = 0; y :=x }; y :=y + 2

Typen legen die moglichen Wertebereiche fiir Variablen (und damit auch Ausdriicke) fest, in unserem
Fall ganze Zahlen bzw. Wahrheitswerte. Ein (statisches) Typsystem ist eine spezielle Form der Pro-
grammanalyse bzw. -verifikation, die die Typen eines Programms ,,zur Ubersetzungszeit® automatisch
(und effizient) analysiert. Dabei wird das Programm insbesondere nicht ausgefithrt. Das Typsys-
tem garantiert, dass bestimmte Laufzeitfehler in typkorrekten Programmen nicht auftreten kénnen,
beispielsweise, dass die Operanden einer arithmetischen Operation wirklich Zahlen (und keine Wahr-
heitswerte) sind. Viele Programmier- und Tippfehler zeigen sich bereits durch Typfehler: ,, Well-typed
programs cannot go wrong® [R. Milner|. Aber nicht alle Laufzeitfehler konnen mittels Typsysteme
ausgeschlossen werden, z.B. Division durch 0.

5.5.1 Typen fiir Whilep

Wir unterscheiden ab jetzt arithmetische und boolesche Ausdriicke nicht mehr syntaktisch, das Typsys-
tem wird sich spéter um die Trennung kiimmern.

Definition 18 (Ungetypte Ausdriicke). Die Syntax fiir (ungetypte) Ausdriicke Exp lautet:

Exp e == mn|x|e - ex|er * ey | true | false | e; <= ey |not b | by && b

Entsprechend passt sich auch die Syntax fiir Anweisungen an: Wo bisher arithmetische oder boolesche
Ausdriicke gefordert waren, verlangen wir nur noch (ungetypte) Ausdriicke:

Definition 19 (Syntax fiir Anweisungen in Whiler).

Com ¢ == skip|x :=e|c1; c2|if (e) then ¢; else ¢z | while (e) do c¢ |
{var z = e; ¢ }

Definition 20 (Typen). int und bool sind die Typen T fiir Whilep:
T = {int, bool}

Nach Variablenkonvention steht die Metavariable 7 immer fiir einen Typen aus T.
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Die Annahme fiir unser statisches Typsystem lautet: Jede Variable hat (innerhalb ihres Giiltigkeitsbe-
reichs) einen festen Typ. Damit brauchen wir uns keine Gedanken dariiber zu machen, ob eine Variable
an Kontrollzusammenflussstellen (z.B. nach einer Fallunterscheidung) immer den gleichen Typ hat,
egal wie man an diese Stelle gelangt ist.

Fiir die Typkorrektheitsiiberpriifung gibt es drei Ansétze:

1. Die Sprachdefinition legt fest, welche Variablen fiir Zahlen und welche fiir Wahrheitswerte ver-
wendet werden diirfen. Dies kommt jedoch wieder einer syntaktischen Trennung arithmetischer
und boolescher Ausdriicke gleich und in keiner modernen Programmiersprache mehr vor. In
Fortran haben standardméfig alle Variablen mit den Anfangsbuchstaben i, j, k, I, m oder n den
Typ Integer und alle anderen den Typ Real.

2. Jedes Programm deklariert die Typen der Variablen, die es verwendet. Das Typsystem fiithrt
also lediglich eine Typiiberprifung durch.

3. Der Typ wird aus den Verwendungen der Variablen erschlossen. Das Typsystem fiihrt eine Typin-
ferenz durch. Bei Typinferenz tritt in der Praxis, insbesondere wenn Prozeduren und Funktionen
involviert sind, oft das Problem auf, dass Fehlermeldungen des Typcheckers nur schwer zu ver-
stehen sind, weil der Typfehler erst an einer ganz anderen Stelle auftritt, als der eigentliche
Tippfehler des Programmierers ist.

Beispiel 17. Fiir die Anweisung b := c¢; i := 42 + j sehen konnten diese drei Anséitze wie folgt
aussehen:

1. Die Sprachdefinition legt fest, dass Variablen, deren Namen mit i und j beginnen, in allen
Programmen immer den Typ int haben, und dass alle anderen Variablen nur Wahrheitswerte
speichern.

2. Das Programm selbst deklariert (in einer geeigneten Notation), dass i und j vom Typ int sind,
und dass b und ¢ vom Typ bool (oder auch int) sind.

3. Das Typsystem erschliet die Typen aus der Verwendung der Variablen. Da j als Operand
eines + vorkommt, muss j den Typ int haben. Da der Variablen i das Ergebnis einer Addition
zugewiesen wird, muss auch sie den Typ int haben. Fiir die Variablen b und c l&sst sich nur
bestimmen, dass beide den gleichen Typ haben miissen, nicht aber, ob dies nun int oder bool
sein soll.

Im Folgenden gehen wir davon aus, dass ein Programm auch die Typen der verwendeten (globalen)
Variablen deklariert.

Definition 21 (Typkontext). Ein Typkontext T' :: Var = T ordnet jeder Variablen einen Typ zu.
Fin Programm besteht also aus der auszufithrenden Anweisung ¢ und einem Typkontext I

Beispiel 18. Fiir die Anweisung
c =while (x <= 50) do (if (y) then x := x * 2 else x := x + b5)

ist I' = [x+— int, y— bool] ein ,passender® Typkontext. In diesem Kontext hat die Variable x den Typ
int, y den Typ bool.

5.5.2 Ein Typsystem fiir While

Ein Typsystem wird wie eine Semantik durch ein Regelsystem fiir eine Relation _ F _ :: _ definiert.
Dabei bedeutet I' F e :: 7, dass im Kontext I' der Ausdruck e den Typ 7 hat.
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Definition 22 (Typregeln fiir Ausdriicke). Die Typregeln fiir Ausdriicke Exp sind im Einzelnen:

I'(x) =
TNum: I'Fn::int TVAR: F('_)T TTrRUE: I' F true :: bool TFaALSE: I' - false :: bool
TnT
I'keg:int I'Feg:int I'keg::int I'kes:int
TMINUS: - TTIMES: -
I'ker - ey::int I'kep * eg::int
I'kep:mint T'Fey:iint I'+e:: bool I'ey::bool T'F ey ::bool

TLEQ: TNoOT: TAND:

I'Fe; <= ey :: bool I'Fnot e :: bool I'Fer && eo :: bool

Beispiel 19. Sei I' = [x—int,y+— bool]. Dann gilt I' - (x <= 10) && (not y) :: bool, aber es gibt
kein 7, fiir das I' F y <= x :: 7 gelte. Die Typaussage I' - (x <= 10) && (not y) :: 7 wird wie bei
der Semantik durch einen Ableitungsbaum hergeleitet:

I'(x) =int I'(y) = bool
— " TVAR ———— TNum 2 7 TVar
I'Fx:int I'F10:int 'y :: bool
TLEQ TNoT
I'Fx <= 10 :: bool I' F not y :: bool

TAND

'k (x <= 10) && (not y) :: bool

Definition 23 (Typkorrektheit von Ausdriicken). Ein Ausdruck e heifit typkorrekt in einem
Typkontext I', falls e einen Typ hat, d.h., falls es ein 7 gibt, sodass I' e :: 7.

Definition 24 (Typkorrektheit von Anweisungen). Anweisungen selbst haben keinen Typ, miissen
die Ausdriicke aber korrekt verwenden. Typkorrektheit I' - ¢ / fiir eine Anweisung ¢ im Typkontext
I" ist auch durch ein Regelsystem definiert:

I'(z) = I'ke:: I'ke I'ke
TSkip: I' - skip / TASS: () =7 T TSEQ: LV 2V
F'kx :=ey I'Fers 2/
I' e :: bool I'kec '+ T'F e :: bool '+~
TIF: ! \/ 2 \/ TWHILE: ¢ ¢ \/
I'Fif (e) then ¢; else ¢34/ '+ while (e) do c¢+/

F'kexr Clz—r71]Fcy/
FF{var x =¢; ¢}/

TBLOCK:

Definition 25 (typisierbar, typkorrekte Programme). Eine Anweisung c heifit typisierbar, wenn
es einen Kontext I' mit I' F ¢ /. Ein Programm P = (¢,T") heifit typkorrekt, falls T F ¢ /.

Die Regel TBrock fiir Blocke ist keine reine Typiiberpriifung mehr, sondern inferiert den (neuen) Typ
fiir x aus dem Typ des Initialisierungsausdrucks e. Wollte man eine reine Typiiberpriifung, miisste ein
Block entweder den neuen Typ fiir = deklarieren (z.B. { int x = 5; ¢ }) oder der Typ fiir z diirfte
sich nicht &ndern.

Bemerkung: Die Typsystem-Regeln fiir - - _:: _und _ - _/ spezifizieren bereits einen (terminierenden)
Algorithmus, da die Annahmen der Regeln stets kleinere Ausdriicke oder Anweisungen enthalten als
die Konklusion.

Ubung: Welche der Programme vom Beginn des Abschnitts 5.5 sind typkorrekt — bei geeigneter
Typdeklaration der globalen Variablen?
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5.5.3 Small-Step-Semantik fiir Whiler

Zusténde miissen jetzt neben Zahlen auch Wahrheitswerte speichern kénnen:
Y=Var=27Z+DB

Bei der Auswertung eines Ausdrucks e in einem Zustand ¢ kann es nun passieren, dass die Werte in
o nicht zu den erwarteten Typen in e passen. Deswegen kann auch unsere neue Auswertungsfunktion
& [e] o fiir den Ausdruck e im Zustand o nur noch partiell sein:

E[]-=Exp=%X—~Z+B

Wenn € [e] o nicht definiert ist, schreiben wir € [e] o = L. Umgekehrt bedeutet € [e] o = v (wobei
v € Z+B), dass € [e] o definiert ist und den Wert v hat.

Definition 26 (Auswertungsfunktion fiir Ausdriicke). Die Auswertungsfunktion & [e] o kombi-
niert lediglich die bisherigen Auswertungsfunktionen A[_] - und B[] -

_ E[true]oc = tt
i‘ [[[[Z% Z _ {7\/(‘:6[[7)1]] E[false]oc = ff
= > - g
Eler - es] o = Efei]o—Eea]o Eler <= ex] o Elei]o <E[e] o
Eler * es] o = Elei]o-Efed] o Enot eJo = -Efe]o
re ! 2 Eler & ex] o = Elei]onfes]o
Dabei sind die Operatoren —, -, <, = und A auch als partielle Funktionen auf dem Wertebereich Z + B

zu verstehen: Sie sind nur auf ihrem bisherigen Wertebereich (Z oder B) definiert und fiir alle anderen
Werten aus Z + B undefiniert. Genauso sind sie undefiniert, wenn eines ihrer Argumente undefiniert
ist.

Beispiel 20. £ [false && (1 <= true)]o = L1, weil 1 < tt = L und damit auch ffA L = L.

Definition 27 (Small-Step-Semantik). Die Small-Step-Semantik fiir Whiler besteht nun aus fol-
genden Regeln:

Ele]o=v

(x := e, o)—1(skip, o[x > v])

T .
Assgg:

(o, o) —1(cp, o)

(co; c1, o)—1{(cy; c1, o)

SEQ1dy: SEQ2dy: (skip; ¢, o)—1(c, o)
Ele]o=tt

IFTTY:
(if (e) then ¢y else c¢1, 0)—1{co, 0)

Ele]o =1

IFFF:
(if (e) then ¢y else ¢y, 0)—1{c1, 0)

WHILEdy: (while (e) do ¢, o) —1 (if (e) then c¢; while (e) do ¢ else skip, o)

Ele]o=w (e, olz—v])—1(c, o)

B 1T
ook s {var z =¢e; ¢ }, 0)—1({ var z = V! [[U/(x)]]; ¢}, olz—o(x))

Ele]o # L

({ var = = e; skip }, o)—1(skip, o)

T .
BLOCK2g:
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Dabei ist V! [v] die Umkehrung von &[] - fiir Werte v € Z + B, also die Verallgemeierung von
N~L[] auf den neuen Wertebereich fiir Variablen. Regel BLock2% ist nur anwendbar, wenn der
Initialisierungsausdruck e keine Typfehler bei der Auswertung hervorruft.

Ubung: Zeigen Sie, dass es neben (skip, o) weitere blockierte Konfigurationen in dieser Small-Step-
Semantik gibt. Woran liegt das?

5.5.4 Typsicherheit von Whilep

Die Semantik ist unabhéngig vom Typsystem und seinen Regeln. Semantik beschreibt das dynamische
Verhalten eines Programms, das Typsystem eine statische Programmanalyse. Wie alle Programm-
analysen gibt ein Typsystem ein Korrektheitsversprechen, das mittels der Semantik bewiesen werden
kann.

Definition 28 (Korrektheit, Typsicherheit, Vollstéindigkeit). Ein Typsystem ist korrekt, falls
es zur Laufzeit keine Typfehler gibt. Laufzeit-Typfehler duflern sich in blockierten Konfigurationen
der Small-Step-Semantik, die keine Endzustéinde (skip) sind. Sprachen mit einem korrekten Typsys-
tem heiflen typsicher. Dual zur Korrektheit ist der Begriff der Vollstindigkeit: Das Typsystem ist
vollstindig, wenn jedes Programm ohne Laufzeittypfehler typkorrekt ist.

Korrektheit ist wiinschenswert, Vollsténdigkeit im Allgemeinen (fiir korrekte Typsysteme) unerreich-
bar, weil dann das Typsystem nicht mehr entscheidbar sein kann. Viele moderne Programmiersprachen
sind (nachgewiesenermaflen) typsicher: ML, Java, C#, Haskell. Nicht typsicher sind beispielsweise Eif-
fel, C, C++ und Pascal.

Beispiel 21. Das Typsystem fiir Whilep ist nicht vollstindig. Das Programm x := 0; x := true
ist nicht typkorrekt, verursacht aber trotzdem keine Laufzeittypfehler.

Um die Typsicherheit von Whiler formulieren zu kénnen, brauchen wir noch zwei Begriffe: Den Typ
eines Wertes und Zustandskonformanz.

Definition 29 (Typ eines Wertes). Der Typ type(v) eines Wertes v € Z + B ist:

int falls v € Z

type(v) =
ype(v) {bool falls v € B

Definition 30 (Zustandskonformanz). Ein Zustand o ist zu einem Typkontext I' konformant,
notiert als o :: I', wenn type(o(z)) = I'(x) fiir alle z € Var.

Typsicherheit fiir eine Small-Step-Semantik besteht klassischerweise aus zwei Teilen: Fortschritt und
Typerhaltung (progress und preservation) nach Wright und Felleisen.

Theorem 18 (Typsicherheit). SeiI'- ¢/ und o :: T
Progress Wenn ¢ # skip, dann gibt es ¢ und ¢’ mit (¢, o)—1(c, o).
Preservation  Wenn (¢, o)—1(¢, ¢/),dann '+ ¢ \/ und o’ :: T'.

Den Beweis teilen wir auf die folgenden Hilfslemmata auf:

Lemma 19 (Typkorrektheit von £[_] ).
Wenn I' F e :: 7 und o :: I, dann ist € [e] o definiert und type(€ [e] o) = .
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Beweis. Regel-Induktion iiber I' F e :: 7.
e Fille TNuM, TTRUE, TFALSE: Trivial.

e Fall TVAR: Definiertheit ist trivial. Wegen Zustandskonformanz o :: T" gilt:
type(€ [e] o) = type(o(z)) = I'(x) = 7.

e Fall TMINuUS:
Induktionsannahmen: &€ [e;1] o und & [ez] o sind definiert mit type(€ [e1] o) = type(€ [e2] o) = int.
Nach Definition von type(-) ist somit & [e;] o € Z und € [e1] o € Z. Also ist auch Ee; - es] o
definiert mit € [e; - ex] o € Z, also type(€ [e1 - e2] o) = int.

e Fille TTivESs, TLEQ, TNoT, TAND: Analog. O

Lemma 20 (Fortschritt).
Wenn I' ¢ v/ und o :: T mit ¢ # skip, dann gibt es ¢/ und ¢’ mit (¢, o)—1(c, o’).

Beweis. Induktion iiber I' I ¢ y/ oder ¢ direkt — analog zu Lem. 3 (o beliebig). Fiir die Definiertheit
von & [e]o in den Regelannahmen verwendet man Lem. 19. Bei Blocken ist wie bei der Sequenz
eine Fallunterscheidung iiber ¢ = skip nétig, fiir den induktiven Fall ¢ # skip braucht man die
Induktionshypothese mit o[z — v] fiir o. t

Lemma 21 (Erhalt der Zusandskonformanz).
Wenn I' ¢/, o :: T und (¢, 0)—1(c, ¢'), dann o’ :: T.

Beweis. Regel-Induktion iiber (¢, o)—1(c/, o) (T beliebig).

e Fall Assdy: Zu zeigen: Wenn 'z := e/, 0 :: T und € [e] 0 = v, dann o[z — 0] : T
Aus I' - z := e / erhilt man mit Regelinversion (TAss) 7 mit I'(x) = 7 und I' - e :: 7. Aus
I'Fe:7und o :: T folgt nach Lem. 19, dass type(v) = 7. Zusammen mit o :: I und I'(z) = 7
folgt die Behauptung o[z v] :: T

e Fall SEQ1l: Fall-Annahmen: (c¢1, o)—1(c}, o), T'Fe15 cay/, 0T
Induktionsannahme: Fiir alle I" gilt: Wenn I' F ¢; 4/ und o :: T', dann o’ :: T
Zu zeigen: o’ :: T,
AusT'F ¢1; co 4/ erhélt man durch Regelinversion (TSEQ), dassT'F ¢ / und T'F o /. Mit o :: T
folgt die Behauptung aus der Induktionsannahme.

e Fille SEQ24g, IFTTYy, IFFFly, WHILEL, BLock2]: Trivial, da ¢’ = 0.

e Fall BLock1ly:
Fall-Annahmen: € [e] o = v, (¢, olz—v])—1(c, o/),TH{ var 2 = e; ¢ }y/und o :: T
Induktionsannahme: Fiir beliebige I' gilt: Wenn I' - ¢ / und o[z — o] :: T', dann o’ :: T
Zu zeigen: o'[x—o(x)] i T.
Aus I' F { var = = e; ¢ } / erhélt man durch Regelinversion (TBLock) 7 mit I' F e = 7 und
Fzr—71]Fcy/. AusT F e 7und o :: T folgt mit Lem. 19, dass type(v) = 7. Zusammen mit
o :: I gilt damit auch o[z — ] :: T[z+— 7]. Aus der Induktionsannahme mit I'[z — 7] fiir T erhélt
man damit ¢’ :: T[x+— 7]. Wegen o :: T ist I'(x) = type(o(x)). Damit gilt auch die Behauptung
olx—o(x)] T, O

Lemma 22 (Subject reduction). Wenn (¢, o)—1(¢, ¢/), TFcy/und o :: T, dann '+ ¢ /.

Beweis. Regel-Induktion iiber (¢, o)—1(c/, o) (T beliebig).
e Fille Assdy, BLock2%g: Trivial mit Regel TSkip.
o Fall Spqlly:
Induktionsannahme: Wenn I' - ¢; / und o : T, dann T' - ¢} +/.
Zu zeigen: Wenn I' ¢ ¢/ und o : T, dann ' ¢} 5 o +/.
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Aus T F ¢1; cg 4/ erhiilt man durch Regelinversion (TSEQ), dass '+ ¢y /und 't ¢ /. Mit o :: T
folgt aus der Induktionsannahme, dass I' F ¢} /. Zusammen mit I" F ¢y / folgt die Behauptung
mit Regel TSEQ.

e Fille SEQ2J¢, IFTTYy, IFFFy: Trivial mit Regelinversion (TSEQ bzw. TIr).

e Fall WHiLESy: Aus ' - while (e) do c¢ 4/ folgt mit Regelinversion, dass I' F e :: bool und I' - ¢ /.
Damit gilt:

I'Fecy  T'Fwhile (e) do ¢/
I'e:: bool TSEQ —— TSKIP
I'Fc; while (e) do ¢/ I+ skip+/

I'Fif (e) then c¢; while (e) do ¢ else skip ./

TIF

e Fall BLock1lg:
Fall-Annahmen: (¢, o[z +—v])—1(c, ¢/), TF{ var z = e; ¢ }/,0 =T und €[e]o =v.
Induktionsannahme: Fiir beliebige I' gilt: Wenn I' F ¢ / und o[z —v] : T, dann I' - ¢ /.
Zu zeigen: T+ { var = = V! [o'(2)]; ¢ } /.
Aus '+ { var = = e; ¢ } 4/ erhélt man durch Regelinversion (TBLock) ein 7 mit I' - e =2 7
und Ljz—7] F ¢ /. Mit £[eJo = v und o :: T ist wieder type(v) = 7 nach Lem. 19, also
auch o[z —v] : [z 7], und damit folgt aus der Induktionsannahme mit I'[z+ 7] fiir I, dass
Clx—71] /.
Mit Lem. 21 gilt ¢’ :: T'[z+ 7]. Damit gilt type(c’(z)) = 7 und somit I' = V! [¢/(x)] :: 7 nach
Regeln TNuM, TTRUE bzw. TFALSE. Zusammen mit I'[z+— 7] F ¢ |/ folgt die Behauptung nach
Regel TBLOCK. O

Lem. 20, 21 und 22 zusammen beweisen das Typsicherheitstheorem 18. Folgendes Korrolar iiber die
maximalen Ableitungssequenzen ist eine unmittelbare Folgerung daraus:

Korollar 23 (Vollstéindige Auswertung).
Wenn I' - ¢ / und o :: T', dann gibt es entweder ein ¢’ mit (¢, o)—>;(skip, o’) oder (¢, o) 3.

Beweis. Angenommen, (¢, o) /1. Dann gibt es ein ¢ und o’ mit (¢, o) =1 (¢/, o'), so dass (¢, o)

blockiert. Mittels Induktion iiber die transitive Hiille erhdlt man aus Lem. 22 und Lem. 21, dass
' - ¢ / und o' :: T. Nach dem Fortschrittslemma 20 ist (¢/, o) aber nur dann blockiert, wenn
¢ = skip, was zu zeigen war. O
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6 Denotationale Semantik

Fine denotationale Semantik kiimmert sich nur um den Effekt einer Programmausfithrung. Im Gegen-
satz dazu haben sich die operationalen Semantiken auch explizit um die Zwischenzustéinde gekiimmert:
Am deutlichsten ist dies bei der Small-Step-Semantik, deren Ableitungsfolgen erst einmal alle Zwi-
schenschritte enthalten — das interessante Gesamtverhalten erhélt man erst durch die Abstraktion zur
transitiven Hiille.

Nun konnte man einfach weiter abstrahieren: Da die operationalen Semantiken fiir While determinis-
tisch sind (vgl. Thm. 2 und Kor. 5), kann man diese Relationen auch als (partielle) Funktionen D [c]
auf Zustdnden auffassen: Nimmt man die Big-Step-Semantik, erhélt man:

o' falls (¢, o) | &
1L falls fo’. (c, o) |} o

D[[c]]a:{

Auch auf Basis der Small-Step-Semantik liele sich diese Funktion D [¢] fiir das Programm ¢ entspre-

chend definieren:
!

Plo = o' falls {(c, 0>io>ol<skip, a’)
L falls (¢, o) =1

In beiden Varianten gewinnt man so allerdings nichts, da Beweise von Aussagen iiber D [c] erst einmal
die Definition auffalten miissen und man dann wieder bei den Ausfithrungsdetails der operationalen
Semantik landet. Der grole Vorteil einer denotationellen Semantik liegt allerdings genau darin, dass
man viele Theoreme ohne Riickgriff auf Ableitungsbdume zeigen und verwenden kann.

Fine denotationale Semantik sollte kompositional sein, d.h., je eine Funktion fiir die syntaktischen
Kategorien (Aexp, Bexp und Com) rekursiv iber dem Syntarbaum definieren. Dadurch ordnet sie jedem
Syntaxelement (Syntaxbaum) ein mathematisches Objekt, i.d.R. eine Funktion, zu, das den Effekt bzw.
das Ergebnis dieses syntaktischen Konstrukts beschreibt.

Beispiel 22. Die Auswertungsfunktionen A [_]] bzw. B[] fiir arithmetische bzw. boolesche Ausdriicke
sind bereits so definiert. Eigentlich sind dies bereits denotationale Semantiken und keine operationalen.
Hier nochmals die Defintion von A[_] vom Typ Aexp = ¥ = N:

Aln]e = Nn]

Alz] o o(x)
Afar - ag]o Afa1] o — Afaz] o
.A[[al * (ZQ]]U = A[[al]]a-.A[[ag]]a

Ubung: Finden Sie eine operationale Semantik fiir arithmetische Ausdriicke, sowohl Big-Step als auch
Small-Step.

6.1 Denotationale Semantik

Bei unserer imperativen While-Sprache ist das Ergebnis einer Ausfithrung eines Programms ¢ die
Zustandsinderung. Es bietet sich an, diese Anderung als Funktion von Anfangs- zu Endzustand zu
beschreiben. Da ein Programm bei manchen Anfangszustinde moglicherweise nicht terminiert, miissen
diese Funktionen partiell sein. Die mathematischen Bedeutungsobjekte fiir Com sind damit partielle
Funktionen auf Zustédnden:

D[] :: Com = (¥ = X)
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Die obige Definition von D [_] iiber die Big-Step-Semantik entspricht genau diesem Typ. Sie ist aber
nicht kompositional, selbst wenn man die Definition der Big-Step-Semantik einsetzt: Fiir while (b) do ¢
ergibt sich aus den Regeln WHILEFFpg und WHILET Tgs:

D [while (b) do ] (o) = {U falls B0] o = £

D [while (b) do ] (D][c] (o)) falls B[b]o =tt
Dies ist aber keine kompositionale Definition, weil der zu definierende Term D [while (b) do c]
sowohl links wie auch rechts des Gleichheitszeichens in gleicher Form auftritt. Genau genommen ist
dies erst einmal {iberhaupt keine Definition, weil nicht klar ist, dass es eine Funktion mit dieser
Figenschaft {iberhaupt gibt und dass diese Eigenschaft die Funktion eindeutig festlegt.

Der Standard-Ansatz, um solche rekursiven Gleichungen in eine Definition zu verwandeln, ist, das
zu Definierende in einen Parameter eines Funktionals umzuwandeln und es als einen ausgewéhlten
Fixpunkt des Funktionals zu definieren. Damit ergibt sich folgendes Funktional F' :: (¥ — ¥X) = ¥ —~ X%
aus der rekursiven Gleichung fiir D [while (b) do (]:

o falls B[b] o = ff
F(f)(o) = a
f(D[c]o) falls B[b]o = tt
Beispiel 23. Fiir das Programm while (not (x == 0)) do x := x - 1 vereinfacht sich dieses
Funktional zu:
o falls o(x) =0

F(f)(o) = {f(g[x,_)g(x) —1]) fallso(x)#0

Ein Fixpunkt f von F erfiillt F'(f) = f. Damit ergeben sich folgende Anforderungen an alle méglichen
Losungen f:
e f muss alle Zustéinde o mit o(x) = 0 auf o selbst abbilden.

e f muss alle Zusténde o mit o(x) # 0 auf den gleichen Zustand abbilden wie o[x+— o(x) — 1].

Sehr viele Funktionen erfiillen diese Kriterien, z.B. alle der Form

_ Jox—0] falls o(x) >0
o) = {a’ falls o(x) < 0

wobei ¢/ € X beliebig ist. Ebenso ist

« \_ Jox—0] fallso(x) >0
o) = {J_ falls o(x) <0

ein Fixpunkt von F. All diese Fixpunkte unterscheiden sich nur an den Zustédnden, fiir die die
Ausfithrung des Programms nicht terminiert.

f1 falls f = f2

Beispiel 24. Es gibt auch Funktionale, die gar keinen Fixpunkt haben: F(f) = {f .
5 sons

hat fiir f; # fo keinen Fixpunkt.

Die Losung des Problems mit der Existenz und Eindeutigkeit einer Losung der rekursiven Spezifikation
wird sein:
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1. eine Menge von Funktionalen des Typs (¥ — X) = (X — ¥) zu finden, die immer einen Fixpunkt
haben, und dann den ,undefiniertesten“ Fixpunkt auswihlen (Kap. 6.2);

2. zu zeigen, dass alle Funktionale, die durch While-Programme entstehen, in dieser Menge enthalten
sind (Kap. 6.3).

Definition 31 (Fixpunktiteration). Eine Funktion f :: D = D kann wie folgt iteriert werden:

fld)y=d ") = f(f"(d))

Man kann nun ein Funktional iterieren und erhélt dadurch schrittweise eine Annédherung an die Losung
der Gleichung, fiir die das Funktional steht. Dabei startet man mit der iiberall undefinierten Funktion
1 (fiir alle o gilt L(o) = 1), die keinerlei Information tragt.

Beispiel 25. Fiir das Funktional I’ aus Beispiel 23 ergibt sich folgende Fixpunkt-Iteration:

FO1)=1
F(1)(0) = F(F'(L))(0) = F(L)(0) = {i(a[x,_)a(x) —1)=1 EZEE 28 ;8
, e . ] falls o(x) =0
F2(L)(0) = F(F(L1))(0) {Fl(L)(J[X!—)U(X) —1]) fallso(x)#0
o falls o(x) =0
olx—o(x)—1] fallso
1 falls o

{a falls o(x) =0
F

)
)

[x—o(x) —1](x) =0 und o(x) #0
[x—o(x) —1](x) # 0 und o(x) #0

olx—0] fallso(x)=1

L sonst
3(1)(o) = 9 R K falls o(x) = 0
FAL)e) EL)) {FQ(J_)(O'[XHO'(X) —1]) fallso(x) #0
o falls o(x) =0
_ olx—o(x) — 1] falls o[x—o(x) — 1](x) =0 und o(x) # 0
olx—o(x) — 1, x—0] falls o[x—o(x) —1](x) =1 und o(x) #0
1 sonst
o falls o(x) =0
= (ofx—0] fallso(x)e{1, 2}
uE sonst
Allgemein gilt:
o falls o(x) =0
F""(1)(0) = { o[x—0] fallso(x)€{1,...,n}
L sonst

Die Glieder der Folge F"(L) sind mit wachsendem n an immer mehr Stellen definiert. Keines der
Elemente der Folge ist selbst ein Fixpunkt, erst der ,,Grenzwert* der Folge fiir n — oo, im Beispiel 23
die Funktion f*.
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Beispiel 26. Die Fixpunktiteration tritt auch in der Analysis auf, beispielsweise beim Newton-
Verfahren zur Nullstellenberechnung fiir eine stetig differenzierbare Funktion f :: R = R. Dazu bildet
man das Funktional F :: R = R mit Fa)
x
Flr)=z—

=0 )

Fiir alle Nullstellen 2* von f, an denen die Ableitung nicht verschwindet (f'(z*) # 0), gilt:
f(z”) 0
F(z*)=a2" — =z — —— =2a"
=T e T )

d.h., z* ist ein Fixpunkt von F. Um nun eine Nullstelle anzunihern, berechnet man die Folge F"(x()
fiir einen (geeigneten) Startwert zg. Der gesuchte Fixpunkt ist dann der (analytische) Grenzwert dieser
Folge, falls sie konvergiert.

Kehren wir nun zur Definition von D [_] zuriick. Nehmen wir vorldufig an, dass wir einen Fixpunkt-
operator FIX :: (¥ — ¥) = (¥ — X)) = (¥ — ¥) zur Verfigung haben, der den Grenzwert der
Fixpunktiteration des iibergebenen Funktionals berechnet. Im folgenden Abschnitt iiber Fixpunkt-
theorie werden wir sehen, dass es einen solchen fiir unsere Zwecke ausreichenden Operator gibt.

Definition 32 (Denotationale Semantik).
Die denotationale Semantik D [_] fiir While ist definiert durch

D [skip] = id
Dz := a] = Ao. olz— Ala] o]
Decr; c2] = Dea] o Dei]
D[if (b) then c¢; else o] = IF (B[b], D[ec1], Dlez])
Dlwhile (b) do ] = FIX (Af. IF (B[b], foD[c], id))

mit folgenden Hilfsfunktionen:

e f o g ist die normale Funktionskomposition, nur dass sie | propagiert:

1 falls g(o) = L
f(g(a))  sonst

(fog)lo) = {

e IF: (E=DB)x (X2—%)x(¥—1%))= (X — X) wihlt abhéngig vom ersten Parameter einen
der beiden anderen aus:

f(o) falls p(o) = tt

IF (p, f, g) (o) = {g(a) falls p(o) ; ff

Zum FIX-Operator noch ein paar Uberlegungen: Von der Big-Step-Semantik wissen wir, dass die Pro-
gramme while (b) do cund if (b) then c¢; while (b) do ¢ else skip dquivalent sind (Lem. 1).
Demnach sollten auch die denotationalen Bedeutungen der beiden Programme gleich sein:

D [while (b) do c| =DJ[if (b) then c; while (b) do c¢ else skip]
= IF (B[b], D[while (b) do c] o D][c], id)

Dies entspricht der versuchten Definitionsgleichung fiir D [while (b) do ¢]| am Anfang dieses Kapi-
tels. Sie driickt aus, dass D [while (b) do c] ein Fixpunkt des Funktionals Af. IF (B[], f o D [c], id)
sein soll. Wenn der Fixpunktoperator also wirklich einen Fixpunkt berechnet, dann erfiillt die deno-
tationale Semantik-Definition diese Gleichung.
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Die moglicherweise verschiedenen Fixpunkte des Funktionals unterscheiden sich nur auf Zustédnden,
fiir die das Programm nicht terminiert. Die fehlende Information {iber einen Endzustand in der Big-
Step-Semantik duflert sich als Unterspezifikation in der denotationalen Semantik. Mit der Wahl des
,undefiniertesten“ Fixpunkt driickt Undefiniertheit also Nichttermination aus. Dies entspricht der
Nicht-Ableitbarkeit in der Big-Step-Semantik.

Beispiel 27. Fiir while (x <= 0) do skip ergibt sich folgendes Funktional F"

o falls o(x) > 0

F(f)=1IF (B[x <= 0], f oD [skip], id) = Ao. {f(a) falls o(x) <0

Die Fixpunktiteration von F' ergibt:

FO(1l)=1

o falls o(x) > 0

Fi()(e) = {J_(a) falls o(x) < 0

F2(1)(0) = o falls o(x) >0 o falls o(x) >0
| FY(WL)(o) fallso(x) <0 | L(o) falls o(x) <0

F*(L)(0) = F(F*(1))(0) = F(F'(L))(0) = F*(L)(0) = F'(L)(0)

F'(L)(o)

Mittels Induktion erhélt man allgemein F"1( L) = F(L) fiir alle n. Die Folge der Fixpunktiteration
besteht nur aus den Elementen F°(1) und F*!(L), der Grenzwert ist damit F'*(L). Es gilt also:

o falls o(x) >0

D[while (x <= 0) do skip] = F(L) = \o. {
1 sonst
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6.2 Fixpunkttheorie

Im vorherigen Abschnitt haben wir den Fixpunktoperator FIX als Grenzwert der Fixpunktiteration
postuliert. Es ist aber noch nicht klar, dass die Fixpunktiteration immer zu einem Grenzwert konver-
giert und was diese Konvergenz sein soll. Ebenso ist bisher nur behauptet, dass die Fixpunktiteration
wirklich den ,,undefiniertesten“ Fixpunkt liefert. Aulerdem ist die Definition iiber die Fixpunktitera-
tion noch immer sehr mit operationellen Details durchsetzt, die in der denotationalen Semantik nicht
erwiinscht sind.

Die Fixpunkttheorie liefert die mathematischen Begriffe und Techniken, um diese Probleme formal zu
16sen: Man ordnet alle semantischen Objekte nach ihrem Informationsgehalt.

Definition 33 (Approximationsordnung). Seien f und g partielle Funktionen des Typs ¥ — 3.
I approximiert g (f C g), falls fiir alle o, ¢’ gilt:

/

Wenn f(o) =o', dann g(0) = o’.

g muss also mindestens fiir all die Zustédnde definiert sein, fiir die f definiert ist, und in diesem Fall den
gleichen Ergebniszustand haben. Ist f dagegen fiir einen Zustand o nicht definiert, ist g(o) beliebig.

Lemma 24. C ist eine Halbordung auf ¥ — 3.

Beweis. Man muss Reflexivitdt, Antisymmetrie und Transitivitéit zeigen. Alle drei sind trivial. O

Beispiel 28. Seien

filo) = o falo) = {0’ falls o(x) > 0 fa(o) = {U falls o(x) <0 and fao) = L

1 sonst 1 sonst

Dann gilt f4 C f3 CE fi und fy T fo T f1, aber weder fo C f3, noch f3 T fo. C ist also keine totale
Ordnung.

Definition 34 (Kleinstes Element). Ein kleinstes Element einer geordneten Menge (D, C) ist ein
Element d € D, so dass fiir alle Elemente d’ € D gilt: d C d'. Bezogen auf unsere Informationsordnung
C ist das kleinste Element das, das keine Information enthilt; wir bezeichnen es mit 1.

Kleinste Elemente sind, wenn sie existieren, eindeutig (wegen der Antisymmetrie).

Lemma 25. Die iiberall undefinierte Funktion (Ao. L) ist das kleinste Element von (¥ — X, ).

Beweis. Sei f eine partielle Funktion ¥ — X. Zu zeigen: Wenn (Ao. L)(0) = ¢/, dann f(o) = o'.
(Ao. L)(o) ist aber immer undefiniert, somit nie gleich ¢’. Damit ist die Annahme nicht erfiillt und
der Beweis trivial. O

Definition 35 (Obere Schranke). Ein Element d € D einer geordneten Menge (D, C) heifit obere
Schranke einer Menge Y C D, falls fiir alle d' € Y gilt: d’ C d. d heifit kleinste obere Schranke von
Y, falls d eine obere Schranke ist und fiir alle (anderen) oberen Schranken d’ von Y gilt: d C d'. Die
kleinste obere Schranke von Y ist eindeutig, wenn sie existiert, und wird mit | | Y bezeichnet.

Beispiel 29. Seien

fi(o) = {0’ falls o(x) =0 falo) = {a falls o(y) =0 und falo) = o

1 sonst 1 sonst
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Dann gilt: f1 C f3 und fo C f3, also ist f3 obere Schranke von Y = { f1, f2}. Sei

f4(0’) _ {O’ falls O'(X) — 0 oder U(y) —0

1 sonst

Wegen f1 C fq und fo C f4 ist f4 auch eine obere Schranke von Y. fy4 ist iibrigens die kleinste obere
Schranke:

Beweis. Sei g eine beliebige obere Schranke von Y. Dann gilt f; £ g und fo C g. Zu zeigen: f; C g.
Seien also o, o’ beliebig mit f4(o) = o’. Zu zeigen: g(o) = o’. Fallunterscheidung nach o(x) = 0.
e Fall o(x) = 0: Dann fi(0) = o und f4(0) = o, also o/ = 0. Wegen f; C g gilt auch g(o) = o.
e Fall o(x) # 0: Fallunterscheidung nach o(y) = 0:
— Fall o(y) = 0: Dann fo(0) = 0 und f4(c) = o, also o/ = 0. Wegen fo C g gilt auch g(o) = o.
— Fall o(y) # 0: Dann f4(0) = L, im Widerspruch zu fy(o) = o’. O

Beispiel 30. Sei A eine beliebige Menge und B(A) die Potenzmenge von A. (P(A),C) ist eine
Halbordnung, in der jede Menge B von Teilmengen von A eine kleinste obere Schranken besitzt:
Fiir B CP(A) ist UB ={a € B|B € B} die kleinste obere Schranke.

Definition 36 (Kette). Eine Menge Y C D heifit Kette, falls alle Elemente miteinander vergleichbar
sind. Formal: Fiir alle d,d’ € Y gilt: d C d' oder d’ C d.

Beispiel 31. Seien fi, f2, f3 und f4 wie im Beispiel 29. Dann ist Y = { fo, f3, fa} eine Kette mit
LY = f3, weil fo E fa E f3. Z ={f1, f2, f3, fa} ist keine Kette, weil weder fi C f2 noch fo E fi.

Definition 37 (Kettenvollstindige Halbordnung, ccpo). D heifit kettenvollstindige Halbord-
nung (chain-complete partial order, ccpo), falls jede Kette in D eine kleinste obere Schranke in D
besitzt.

Beispiel 32. Sei < die normale Ordnung auf den rationalen Zahlen Q und Y die Menge aller geraden
Zahlen. Dann ist Y eine Kette in Q, da 0 < 2 < 4 < 6 < ..., aber | |Y existiert nicht. Auch
Z={z€Q|xz <2} ist eine Kette in Q, die keine kleinste obere Schranke in den rationalen Zahlen
hat.

Lemma 26. (X — X, ) ist eine kettenvollstindige Halbordnung,.

Beweis. Lem. 24 zeigt, dass (¥ — X, C) eine Halbordnung ist. Sei also Y eine Kette mit Elementen
aus X — X. Zu zeigen: Y hat eine kleinste obere Schranke. Definiere

(I_I Y) (0) = {a/ falls es ein f € Y gibt mit f(o) = o’

1 sonst

e | | Y ist eine partielle Funktion ¥ — X:
Seien fi, fo aus Y mit f1(0) = 01 und fa(0) = 02. Da Y eine Kette ist, gilt fi C fy oder fo C fi.
Somit o1 = 03.
e | |Y ist eine obere Schranke von Y
Sei f € Y. Zu zeigen: f C | |Y.
Seien also o, o’ beliebig mit f(0) = ¢’. Nach Definition von | |Y ist wie gefordert (| |Y) (o) = o’.
e | | Y ist die kleinste obere Schranke von Y:
Sei g obere Schranke von Y. Zu zeigen: | |Y C g.
Seien o, ¢’ beliebig mit (| ]Y') (o) = ¢’. Nach Definition von | |Y gibt es ein f € Y mit f(o) = ¢'.
Da g obere Schranke von Y ist, gilt f C g, also g(o) = o’. O
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Definition 38 (Monotonie). Eine Funktion f zwischen zwei geordneten Mengen (D,Cp) und
(E,Cg) heiBit monoton, wenn fiir alle d,d’ € D mit d Cp d' gilt: f(d) Cg f(d).

Monotone Funktionen respektieren also den Informationsgehalt: Je mehr Information man hineingibt,
desto mehr Information bekommt man heraus. Im Rahmen unserer Semantik besteht die geordnete
Menge D selbst aus Funktionen; wir interessieren uns hier also fiir monotone Funktionale.

Beispiel 33. Das Funktional IF (p, f, g) ist monoton in g.
Seien g1 C g9 beliebig. Zu zeigen: IF (p, f, g1) T IF (p, f, g2).
Seien also o und o’ beliebig mit IF (p, f, g1) (¢) = o'. Zu zeigen: IF (p, f, g2)0 =o’.
Fallunterscheidung nach p(o):

e Fall p(0) = tt: Dann gilt f(0) = ¢’ und somit auch IF (p, f, g2)o =o'

e Fall p(o) = ff: Dann gilt ¢g1(0) = o’. Wegen g1 C g2 gilt auch go(0) = o/, also IF (p, f, g2) o0 =0o’.
Analog erhilt man, dass das Funktional IF (p, f, ¢) auch in f monoton ist.

Lemma 27. Die Komposition monotoner Funktionen ist monoton. Wenn f und g monoton sind,
dann ist auch f o g monoton.

Beweis. Trivial durch die Transitivitdt der Halbordnung. O

Lemma 28 (Kettenerhalt unter monotonen Funktionen). Sei f :: D = FE eine monotone
Funktion beziiglich der ccpos (D,Cp) und (E,Cg). Wenn Y eine Kette in (D,Cp) ist, dann ist
{f(d)|d €Y} eine Kette in E. Aulerdem gilt:

Lltr@taey e f(]y)

Beweis. Sei Z ={ f(d)|deY }.

e Z ist eine Kette:
Seien e, ¢’ € Z beliebig. Zu zeigen: e Cg € oder ¢ Cg e.
Wegen e, ¢’ € Z gibt es d,d’ aus Y mit e = f(d) und ¢’ = f(d’). Da Y eine Kette ist, gilt d Cp d’
oder d’' Cp d. Da f monoton ist, folgt f(d) Cg f(d') oder f(d') Cg f(d).

e UZCp f(UY):
Es geniigt zu zeigen, dass f (| |Y') eine obere Schranke von Z ist, da | | Z die kleinste obere Schranke
ist. Sei also e € Z beliebig. Dann gibt es ein d € Y mit f(d) = e. Da Y eine Kette ist und (D,Cp)
eine ccpo, ist d Cp | |Y. Da f monoton ist, folgt f(d) Cg f(|]Y). Also ist f(| |]Y) eine obere

Schranke von Z.
O

Beispiel 34. Sei (N*°, <) die geordnete Menge der natiirlichen Zahlen zusammen mit Unendlich,
und sei (B, <) die geordnete Menge der Wahrheitswerte (ff < tt). Sei f :: N°*° = B definiert durch
f(n) = (n=o00). (N*,<) und (B, <) sind ccpos und f ist monoton.

f erhélt aber im Allgemeinen keine kleinsten oberen Schranken:
F(LIN) = floo) = st £ = | {8} = [{f(n)In €N}
Definition 39 (kettenstetig, strikt). Seien (D,Cp) und (E,Cg) ccpos und f :: D = E eine

monotone Funktion. f heifit kettenstetig, falls es kleinste obere Schranken von Ketten erhélt. Formal:
Fiir alle nicht-leeren Ketten Y in (D, Cp) muss gelten:

Ll{s@ylaeyy=f(]v)

Falls diese Gleichheit auch fiir leere Ketten gilt (d.h. f(L) = L), heifit f strikt.
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Lemma 29. Die Komposition kettenstetiger Funktionen ist kettenstetig.

Beweis. Zu zeigen: Wenn f und g kettenstetig sind, dann ist es auch f o g.
Sei also Y eine Kette. Dann ist auch Z = { g(d) |d € Y } eine Kette nach Lem. 28. Damit gilt:

UtGea@laeyy=[]{f@leczy=r(z)=1(s(LJY))=ea(Jy) O

Theorem 30 (Knaster-Tarski-Fixpunktsatz). Sei f :: D = D eine monotone, kettenstetige
Funktion auf einer ccpo (D, C) mit kleinstem Element L. Dann definiert

FIX (f) = | [{f*(1)|n e N}
ein Element von D, das der kleinste Fixpunkt von f ist.

Dieses Theorem gibt dem Grenzwert der Fixpunktiteration eine formale Grundlage: Er ist die kleinste
obere Schranke der Fixpunktiterationsfolge.

Beweis. Fiir die Wohldefiniertheit ist zu zeigen, dass { f"(L) |n € N} eine Kette in D ist. Wegen der
Transitivitit von C geniigt es, zu zeigen, dass f(L) < f*+1(L) fiir alle n gilt. Beweis per Induktion
iiber n:

e Fall n = 0: Da L das kleinste Element von D ist, gilt: fO(L) = L C f1(L).

e Induktionsschritt: Zu zeigen: f**1(1) C f**2(L). Induktionsannahme: f*(L) C f**(1). Da f
monoton ist, folgt aus der Induktionsannahme, dass f(f™(L)) C f(f"*1(L1)), was zu zeigen ist.
Die Fixpunkteigenschaft folgt aus folgender Gleichung;:

FEX () = £ (LW IneNY) = {0 @) IneNy = [{f"(L)In=1}
—|_|{f” Jn=1 u{Lly) =] [{f(L)IneN}=FIX(f)

Jetzt fehlt noch der Beweis, dass FIX (f) der kleinste Fixpunkt von f ist.
Sei d ein Fixpunkt von f. Induktion iiber n ergibt f™(L) C d:
e Fall n = 0: Es gilt f%(L) = L Cd, da L das kleinste Element ist.

e Induktionsschritt: Zu zeigen: f"*1(L) C d. Induktionsannahme: f™(L) C d.
) E f(d

Da f monoton ist, folgt aus der Induktionsannahme, dass f(f™(L)) C ). Da d Fixpunkt ist,

gilt f(d) =
Damit ist d eine obere Schranke der Kette { f*(L)|n € N}. Da FIX (f) die kleinste obere Schranke
der Kette ist, gilt FIX (f) C d. O

6.3 Existenz des Fixpunkts fiir while

Mit Thm. 30 haben wir ein hinreichendes Kriterium dafiir gefunden, dass Funktionen einen kleinsten
Fixpunkt haben. Damit kénnen wir das noch offene Problem der denotationalen Semantik fiir While,
dass FIX fiir manche Funktionale nicht existieren koénnte, 16sen. Dazu miissen wir zeigen, dass nur
monotone, kettenstetige Funktionale in der Definition von D [_] auftreten kénnen.

Theorem 31. Seien g, h :: ¥ — ¥ beliebig. Das Funktional F(f) =IF (p, f o g, h) ist monoton und
kettenstetig auf der ccpo (¥ — X, C).

Beweis. Das Funktional F' ldsst sich in eine Hintereinanderausfithrung von Funktionalen umschreiben:

= (f IF(p, f, h)) o (Af. fog)
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Anmerkung: Die beiden Vorkommen o bezeichnen verschiedene Funktionskompositionen! Das &dufle-
re ist die normale Hintereinanderausfithrung auf totalen Funktionalen, das innere die Komposition
partieller Funktionen, die Undefiniertheit propagiert.

Nach Lem. 27 und 29 geniigt es, zu zeigen, dass die beiden Teile monoton und kettenstetig sind.
e \f. f o g ist monoton: Sei f; C fo. Zu zeigen f; o g C fa 0 g.
Sei also (f1 0 g)(0) = o'. Zu zeigen: (f2 0 g)(c) = o'.
Nach Definition gibt es ein ¢” mit g(o) = ¢’ und fi1(c”) = o’. Wegen f; C fo gilt fa(c”) = o’
Mit g(o) = o” folgt (f2 o g)(0) = ¢’ nach Definition.
o \f. f o g ist kettenstetig:
Sei Y beliebige, nicht-leere Kette. Es geniigt, folgende Ungleichung zu zeigen — die andere Richtung

folgt schon aus Lem. 28.
(LJy)esc| {reglfery

Sei also (| |Y o g)(0) = o’. Dann gibt es ein ¢* mit g(o) = ¢* und (| |Y)(6*) = o’. Nach
Definition von | |Y gibt es ein f € Y mit f(o*) = o’. Mit g(o) = o* gilt (f o g)(o) = o’
Wegen foge {fog|lfeY}ist fogCT||{fog|feY} Mit (f o g)(o)= o ist damit
(U{fogl|lfe€Y}) (o) =0 nach Definition.

o IF (p, f, g) ist monoton in f: Siehe Beispiel 33.

o IF (p, f, g) ist kettenstetig in f:
Sei Y eine beliebige, nicht-leere Kette in (X — X, C). Zu zeigen:

¥ (p. Y. 0) CLIF@. 1. 0) [7€Y)

Sei also o, o’ beliebig mit IF (p, | |Y, ¢) (o) = o’. Zu zeigen: (| [{IF (p, f, 9) |f €Y }) (o) =7".
— Fall p(o) = tt: Damit IF (p, | |Y, g) (o) = |_|Y( ) = o¢’. Nach Definition von | |Y gibt es
also ein f € Y mit f(o) = ¢/. Somit gilt auch IF (p, f, g)(c) = f(0), da p(c) = tt. Da

IF(p, f, 9) e {IF(p, f, 9) |f €Y} ist f =1F(p, f, 9) ELU{IF(p, f, 9) |f €Y} Mit
f(o) = o’ folgt die Behauptung.

— Fall p(o) = ff: Damit IF (p, | |Y, g)(0) = g(0) = ¢’. Da Y nicht leer ist, gibt es ein f € Y.
Dann ist IF (p, f, g) (0) = g(0) = o’ nach Definition. DaIF (p, f, g) € {IF (p, f, 9) | f €Y },
ist g=1IF(p, f, 9) C|U{IF(p, f, 9) | f €Y }. Mit g(o) = o’ folgt die Behauptung. O

Damit ist D [-] durch Def. 32 wohldefiniert: In der kritischen Definitiongleichung fiir while (b) do ¢
D [while (b) do ¢] =FIX(Af. IF (B[b], f o D[c], id))

existiert der Fixpunkt immer nach Thm. 30, denn das Funktional F(f) =IF (B[], f o D[c], id) ist
nach Thm. 31 monoton und kettenstetig.
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6.4 Bezug zur operationalen Semantik

Fiir While haben wir nun zwei operationale Semantiken und eine denotationale. Von den operatio-
nalen ist bekannt, dass sie das gleiche terminierende Verhalten definieren (Kor. 10), fiir unendliche
Ausfiithrungen haben wir das in der Ubung untersucht. Nun stellt sich natiirlich die Frage, in welchem
Verhiltnis die denotationale Semantik zu diesen beiden steht.

Lemma 32. Wenn (¢, o) | ¢/, dann D [c]o = o’.
Beweis. Induktion iiber (¢, o) |} ¢’ (vgl. Def. 4)
e Fall Skippg: Zu zeigen: D [skip] o = o. Nach Definition.
e Fall Assps: Zu zeigen: D[z := a] 0 = o[x+— A[a] o]. Nach Definition.

e Fall SEQps: Induktionsannahmen: D [¢1] o = ¢’ und D [[eo] o/ = o”.
Zu zeigen: D [c1; co]lo =o”

Nach Defintion gilt D [c1; o] o = (D [ea] o D [er]) (o).
Mit den Induktionsannahmen folgt (D [c2] o D [e1])(o) = o”.

e Fall IFTTgs: Induktionsannahmen: B [b] o = tt und D [¢1] o = o’.
Zu zeigen: D [if (b) then ¢ else cx]o =o'

D[if (b) then c¢; else cz]o =IF (B[b], D[ci], Dlez]) (o) =Dleri] o =o'

e Fall IFFFgs: Analog zu IFTTgs.

e Fall WHILET Tgs:
Induktionsannahmen: B [b] o = tt, D [c] o = ¢’ und D [while (b) do c]o’ =o".
Zu zeigen: D [while (b) do c]Jo =o".
D [while (b) do c¢Jo = FIX(Af. IF (B[b], f o D][c], id)) (o)
(Fixpunkteigenschaft) = IF (B [b], FIX (A\f. IF(B[b], f o D[c], id)) o D[c], id) (o)
= (FIX (\f. IF (B[], foD]c], id)) o D[c])(o)
= (D [while (b) do c]oD][c])(o) =0"

e Fall WHILEFFgg: Induktionsannahme: B [b] o = ff. Zu zeigen: D [while (b) do c]o =o.

D[uhile (b) do c]o = FIX (Af. IF (B[], f o D[], id)) (o)
= IF (B[b], FIX (Af. IF (B[b], f o D[c], id)) o D[], id) (¢) = id(c) = o]

Lemma 33. Wenn D [c] o0 = ¢/, dann (¢, o) |} o’
Beweis. Induktion iiber ¢ (o, o/ beliebig):
e Fall ¢ = skip: Zu zeigen: Wenn D [skip] o = ¢/, dann (skip, o) |} o’
Aus der Voraussetzung folgt ¢’ = id(0) = o, damit die Behauptung nach Regel Skipgg.
e Fall c=2x := a: Zu zeigen: Wenn D[z := a] o = ¢/, dann (z := a, o) | 0’. Aus der Vorausset-
zung folgt o’ = ox+— A[a] o]. Assps liefert dann die Behauptung.
e Fall c=c¢y; co:
Induktionsannahmen (fiir beliebige o, ¢'):
Wenn D [¢1] o = ¢/, dann (c1, o) | ¢/. Wenn D [c2] 0 = ¢/, dann {(co, o) | o’.
Zu zeigen: Wenn D [e1; o] o = o/, dann (c1; 2, o) | 0.
Wegen D [¢1; 2] o = (D [e2] o De1]))(o) = o’ gibt es ein * mit D [¢1] 0 = 0* und D [eo] 0* = o”.
Mit den Induktionsannahmen gilt also (¢1, o) |} o* und (co, 0*) |} ¢/. Damit folgt die Behauptung
mit Regel SEQgs.
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e Fall c = if (b) then c¢; else co:
Induktionsannahmen: Wenn D [¢1] o = ¢/, dann (c1, o) | /. Wenn D [e2] 0 = ¢/, dann {(co, o) | o’.

Zu zeigen: Wenn D [if (b) then ¢; else 3]0 =o', dann (if (b) then c¢; else ¢, o) | o’

Fallunterscheidung nach B [b] o:
— Fall B[b] 0 = tt: Dann gilt:

D[if (b) then c¢; else cz]o =IF (B[b], D[ci], Dlcz]) () =Dleri] o =o'

Mit der Induktionsannahme folgt (c¢1, o) | ¢’ und daraus zusammen mit B[b]o = tt die
Behauptung nach Regel IrTTgs.

— Fall B[b] o = ff: Analog.
e Fall c = while (b) do c:
Induktionsannahme I (fiir beliebige o, ¢’): Wenn D [c] o = ¢’, dann (¢, o) | o’
Zu zeigen: Wenn D [while (b) do c¢[| o =o', dann (while (b) do ¢, o) | o'

Sei F(f) =1IF (B[b], f o D]c], id) das Funktional fiir die Schleife. Dann gilt nach Thm. 30:
Dlwhile (b) do c]o = FIX (F) (o) = (|_| {F"(L)|ne N}) (0) =o'

Nach Definition von | |[{ F™(L)|n € N} gibt es ein n € N mit F"(L)(0) = o’.

Behauptung: Wenn F™(L)(0) = ¢/, dann (while (b) do ¢, o) || o'
Beweis duch Induktion iiber n (o, ¢’ beliebig):
— Basisfall n = 0: Zu zeigen: Wenn F°(L)(c) = o/, dann (while (b) do ¢, o) | o’
Trivial, da Voraussetzung nicht erfiillt: F°(L)(c) = L(o) = L.
— Induktionsschritt n + 1:
Induktionsannahme II (o, ¢’ beliebig): Wenn F"(L)(c) = o/, dann (while (b) do ¢, o) | o’.
Zu zeigen: Wenn F"1(1)(0) = o', dann (while (b) do c, o) | o’
Beweis von (while (b) do ¢, o) || ¢/ durch Fallunterscheidung nach B [b] o:
o Fall B[b] o = tt: Dann gilt:

F'(L)(0) = F(F"(L)(0) = IF (B[b], F"(L) o Dc], id) (o) = (F"(L) o D[c])(0) = o’

Damit gibt es ein ¢* mit D [c¢] 0 = ¢* und F™(L)(c*) = ¢’. Aus D [c] 0 = o* folgt nach In-

duktionsannahme I, dass (¢, o) |} o*. Aus F"(L)(c*) = o’ folgt nach Induktionsannahme II,

dass (while (b) do ¢, o*) |} ¢/. Zusammen folgt die Behauptung nach Regel WHILET Tgs.
o Fall B[b] o = ff: Dann gilt:

F™(1)(0) = F(F"(1))(0) = F (B8], F"(1) o D[d], id) (o) = id(0) = 0
Also ¢/ = 0. Mit B[b] o = ff folgt die Behauptung nach Regel WHILEF Fps. O

Theorem 34 (Adiquatheit, Aquivalenz von operationaler und denotationaler Semantik).
Fiir alle ¢, o und o’ gilt (¢, o) | ¢’ gdw. (¢, o)1 (skip, o') gdw. D[] o = o’

Was hat man nun von der denotationalen Semantik? Viele Aussagen {iber die operationale Semantik
sind (dank des Addquatheitstheorems) in der denotationalen Semantik viel einfacher zu beweisen. Man
braucht fiir vieles nicht mehr Induktionen iiber Ableitungsbdume zu fithren! Beispielsweise werden die
Determinismusbeweise (Thm. 2 und Kor. 5) hinféllig, da dies direkt aus dem Funktionscharakter von
D[] folgt. Auch das Schleifenabwicklungslemma 1 wird trivial.

Aus Kompositionalitit und Addquatheit kann man noch mehr Nutzen ziehen: Zwei Programme c¢;
und ¢z mit der gleichen denotationalen Semantik (D [c1] = D [c2]) konnen jederzeit gegeneinander
ausgetauscht werden — sogar beliebig innerhalb anderer Sprachkonstrukte.
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Definition 40 (Kontext). Ein Kontext ist ein While-Programm mit einem Loch [|. Formal ist ein
Kontext (Variablenkonvention K') durch folgende Grammatik gegeben:

Context K == [|K; c¢|ec; K|if (b) then K else c |
if (b) then ¢ else K |while (b) do K

Die Kontextfiill-Funktion _[_] ersetzt das Loch [ im Kontext K durch das iibergebene Programm ¢’
0] = ¢
(K3 o] = K[; e
(c; K)[¢] = ¢ (K[
(if (b) then K else ¢)[d] = if (b) then K [¢] else ¢
(if (b) then c¢ else K)[d] = 1if (b) then c else (K [])
(while (b) do K)[d] = while (b) do (K |[¢])

Definition 41 (Semantik eines Kontexts). Die Semantik K [K] eines Kontexts K ist vom Typ
(X — %)= (¥ — %) und rekursiv iber K definiert:

Klllf = 7
KIK; df = DldoKIK]f
Kle; K]f = K[K]foD[]
K[if (b) then K else c]|f = IF(B[b], K[K] f, Dc])
K[if (b) then c else K| f = IF(B[b], D[c], K[K] f)
K [while (b) do K|f = FIX(\g. IF(B[b], go K[K]f, id))

Theorem 35 (Kompositionalitiit).
Fiir alle Kontexte K und Programme ¢ gilt D [K [c]] = K [K] (D [¢])

Beweis. Induktion tiber K und ausrechnen. Beispielhaft der Fall fiir while (b) do K:
Induktionsannahmen: D [K [¢]] = K [K] (D []) fiir alle c.
Zu zeigen: D [(while (b) do K)|c|]] = K [while (b) do K] (D][c])

D [(while (b) do K)|[c]] =D [while (b) do (K [¢])] =FIX(Af. IF (B[b], fo D[K [c]], id))
= FIX (\f. IF (B[t], f o K[K] (D), id))
= K [while (b) do K] (D[c]) O
Korollar 36. Zwei Programme c; und cs mit gleicher Semantik sind in allen Kontexten austauschbar:
Wenn D [c1] = D [cz], dann D [K [¢1]] = D [K [c2]].
Beweis. Nach Thm. 35 gilt D [K [c1]] = K[K] (D [e1]) = K[K] (D [e2]) = DK [e2]]- O
Beispiel 35. ¢; = while (b) do c und c2 = if (b) then c¢; while (b) do ¢ else skip haben

die gleiche denotationale Semantik. Damit kann ein Compiler in allen Programmen cs durch ¢; ersetzen
(oder umgekehrt), ohne das Verhalten zu &ndern.

Ubung: Beweisen Sie ohne Verwendung der denotationalen Semantik direkt, dass man jederzeit Schlei-
fen abwickeln darf.

52



6 Denotationale Semantik Semantik von Programmiersprachen

6.5 Continuation-style denotationale Semantik

In der Ubung haben wir bereits eine Erweiterung Whilex von While um Ausnahmen und deren Be-
handlung mit den Anweisungen

raise und try c1 catch ¢

betrachtet. Bei der Big-Step-Semantik haben wir ein zusétzliches Riickgabeflag eingefiihrt, um normale
und auflergewdhnliche Termination zu unterscheiden. Entsprechend mussten auch alle bestehenden
Regeln sorgfiltig angepasst und die Moglichkeit fiir eine Ausnahme in jedem Schritt eigens behandelt
werden. In der Small-Step-Semantik musste dazu eine eigene raise-Regel fiir alle zusammengesetzten
Konstrukte (bei uns nur ¢1; c2) eingefiithrt werden.

Ganz analog zur Big-Step-Semantik liefe sich auch die denotationale Semantik fiir While um Excep-
tions erweitern. Allerdings ist dieser Formalismus insgesamt nicht zufrieden stellend, da Ausnahmen
nun einmal die Ausnahme sein und deswegen nicht explizit durch jedes Programmkonstrukt durchge-
schleift werden sollten. Dafiir gibt es Fortsetzungen (continuations), die die Semantik (d.h. den Effekt)
der Ausfithrung des restlichen Programms beschreiben.

Definition 42 (Fortsetzung, continuation). Eine Fortsetzung (continuation) ist eine partielle
Funktion auf Zustidnden, die das Ergebnis der Ausfithrung des restlichen Programms von einem Zu-
stand aus beschreibt. Cont = ¥ — 3 bezeichne die Menge aller Fortsetzungen.

Statt nun anhand eines Flags einem umgebenden Programmkonstrukts die Auswahl der restlichen
Berechnung zu iiberlassen, soll jedes Konstrukt direkt auswéhlen, ob es normal oder mit der Aus-
nahmebehandlung weitergehen soll. Dazu muss die Semantik der restlichen normalen bzw. aufler-
gewOhnlichen Auswertung direkt bei der Definition eines Konstrukts als Fortsetzung zur Verfiigung
stehen. Zum Beispiel wihlt raise die Fortsetzung ,,Ausnahmebehandlung® und skip die Fortsetzung
,hormale Ausfithrung® aus. Die beiden moglichen Fortsetzungen miissen also als Parameter an die
Semantikfunktion C [-] gegeben werden, die damit den Typ

Com = Cont = Cont = Cont
~—~ ~~~
normale Fortsetzung Ausnahmebehandlung

hat. Intiutiv bedeutet C [¢] s t o also: Fiihre ¢ im Zustand ¢ aus und setze mit s normal bzw. mit ¢
bei einer Ausnahme fort. Formal:

C [skip

Clz :=a

Jst=s
Jst=Xo. s(olx— Ala] o))
Clers o] st=Cle1] (Clea] s t) t
C[if (b) then c¢; else 3]st = IF(B[b], Clci]st, Clez] s t)
C[while (b) do ¢]st= FIX(\f. IF(B[b], Clc] f t, s))
Clraise]st=t
Cltry c1 catch o] st =Cler]s (Clee] s t)
Fiir ein Programm verwendet man iiblicherweise die anfinglichen Fortsetzungen sy = id und tg = L,
sofern man Nichttermination und unbehandelte Ausnahmen nicht unterscheiden méchte. Ansonsten

muss man Cont auf eine allgemeinere Antwortmenge wie z.B. ¥ — (B x ) bei der Big-Step-Semantik
verallgemeinern — in diesem Fall wiren dann so(o) = (ff, o) und to(0) = (tt, o).

53



6 Denotationale Semantik Semantik von Programmiersprachen

Beispiel 36. Sei c = try (x := 2; raise; x := 3) catch x := 4.

Cle]Jsto=C[x := 2; raise; x := 3]s (C[x := 4]st)o
=C[x := 2] (C[raise; x := 3]s (C[x := 4]st)) (C[x := 4]st) o
= C[raise; x := 3]s (C[x := 4]st) (o[x—2])
= C[raise] (C[x := 3]s (C[x := 4]st)) (C[x := 4]st) (o[x—2])
=Clx := 4]st (o[x—2]) = s(o[x—4])

Damit gilt fir s =sp =idund t =tg = L: C[c]st o =C[c]id L 0 = o[x—4].

Noch ein paar Anmerkungen zur Continuation-Semantik C [_]:

e C [skip] ist nicht mehr einfach die Identitét, sondern die Fortsetzung. Das tritt analog auch bei
while (b) do c auf.

e Die Reihenfolge von ¢; und c2 in C [e1; 2] ist nicht mehr wie bei D [e1; co] vertauscht.

e Das Funktional fiir den Fixpunktoperator in der Gleichung while (b) do c¢ entstammt der
Rekursionsgleichung

C[while (b) do ] st =1F (B[b], C[c] (C[while (b) do c]st)t, s)
Es ist dabei implizit von den Parametern s und ¢ abhéngig: Sein kleinster Fixpunkt definiert

C[while (b) do ] s t nur fiir feste s und ¢.

Analog zu Kap. 6.3 miisste man nun noch nachweisen, dass FIX wirklich definiert ist. Dies
funktioniert nur, C [¢] f t monoton und kettenstetig in f ist. Einfacher ist es, wenn man auch s
und t in den Fixpunktoperator hineinzieht:

FIX(A\f st. IF(B[b], Clc] (f st)t, s))

Dafiir muss man auch noch die Approximationsordnung C auf Cont = Cont = Cont ausdehnen
sowie zeigen, dass dies wieder eine ccpo ergibt und das Funktional immer monoton und kettens-
tetig ist. Macht man dies, so kann man allerdings zeigen, dass dabei der gleiche Fixpunkt wie
bei unserer obigen Definition konstruiert wird.
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7 Axiomatische Semantik

Operationale und denotationale Semantiken legen die Bedeutung eines Programms direkt fest — als
Ableitungsbaum, maximale Ableitungsfolge oder partielle Funktion auf den Zusténden. Dies ist eine
Art interner Spezifikation der Semantik eines Programms: Man beschreibt, was genau die Bedeu-
tungsobjekte sind. Dies ist ein geeigneter Ansatz, wenn man diese Bedeutungsobjekte selbst weiter
verwenden méchte — zum Beispiel, um Programmoptimierungen in einem Compiler zu rechtfertigen
oder Meta-Eigenschaften der Sprache (wie Typsicherheit) zu beweisen.

Mochte man aber Eigenschaften eines konkreten Programms verifizieren, interessiert man sich nicht
fiir das Bedeutungsobjekt selbst, sondern nur dafiir, ob es gewisse Eigenschaften besitzt. Diese Ei-
genschaften kann man natiirlich — wenn die Semantik ausreichende Informationen fiir die Eigenschaft
enthilt — von dem Objekt selbst ablesen bzw. beweisen, dies ist aber in vielen Féllen umsténdlich.
Beispielsweise ist man nur an einem Teil der Ergebnisse eines Algorithmus interessiert, also an den
Ergebniswerten einzelner Variablen, der Inhalt der anderen (Hilfs-)Variablen ist aber fiir die spezifi-
sche Eigenschaft irrelevant. Der Ableitungsbaum oder die partielle Funktion beinhalten aber auch die
gesamte Information iiber diese Hilfsvariablen, wodurch diese Objekte unnétig viel Information ent-
halten und damit auch bei einer automatisierten Programmverifikation den Aufwand unnétig erhéhen
wiirden.

Die axiomatische Semantik verfolgt deswegen den Ansatz einer externen Spezifikation: Sie legt (mit
einem Regelsystem — axiomatisch) fest, welche Eigenschaften das Bedeutungsobjekt jedes Programms
haben soll — ohne explizit ein solches Bedeutungsobjekt zu konstruieren. Dadurch werden sédmtliche
Details einer solchen Konstruktion ausgeblendet (z.B. die Ableitungsfolgen bei der Small-Step- oder die
Fixpunktiteration bei der denotationalen Semantik), die fiir den Nachweis von Programmeigenschaften
nur hinderlich sind. Umgekehrt 1duft man bei der Erstellung einer axiomatischen Semantik natiirlich
immer Gefahr, widerspriichliche Bedingungen an die Bedeutungsobjekte zu stellen. Deswegen sollte
man zu einer externen Spezifikation immer ein Modell konstruieren, zu einer axiomatischen Semantik
also eine operationale oder denotationale finden und die Korrektheit zeigen.

Bei jeder Semantik muss man sich entscheiden, welche Art von Programmeigenschaften man mit ihr
ausdriicken konnen soll. Beispielsweise sind denotationale und Big-Step-Semantik ungeeignet, um die
Laufzeit eines Programms, d.h. die Zahl seiner Ausfithrungsschritte, zu messen. Damit kénnen wir
auch keine Eigenschaften iiber die Laufzeit eines Programms mit diesen Semantiken nachweisen. Zwei
wichtige Arten von Eigenschaften lassen sich aber ausdriicken:

Partielle Korrektheit Fulls das Programm terminiert, dann gilt eine bestimmte Beziehung zwischen
Anfangs- und Endzustand.

Totale Korrektheit Das Programm terminiert und es gibt eine bestimmte Beziehung zwischen
Anfangs- und Endzustand.

In diesem Kapitel werden wir uns auf partielle Korrektheitsaussagen beschrinken.
Beispiel 37. Das niemals terminierende Programm while (true) do skip ist korrekt beziiglich

allen partiellen Korrektheitseigenschaften. Es ist jedoch fiir keine solche Beziehung zwischen Anfangs-
und Endzustand total korrekt.
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7.1 Ein Korrektheitsbeweis mit der denotationalen Semantik

Korrektheitsbeweise von Programmen lassen sich nicht nur mit einer axiomatischer Semantik fithren.
Auch operationale und denotationale Semantik sind dafiir theoretisch vollkommen ausreichend. Dies
wollen wir in diesem Abschnitt am Beispiel der partiellen Korrektheit der Fakultdt iiber die denota-
tionale Semantik vorfithren: Sei

P=y :=1; while (not (x == 1)) do (y :=y * x; x :=x - 1)

Wir wollen zeigen, dass dieses Programm — sofern es terminiert — in y die Fakultéit des Anfangswertes
in x speichert. Dies lésst sich als eine Eigenschaft ¢(f) auf den Bedeutungsobjekten f aus ¥ — %
formulieren:

of) = (Vo o' f(0) =o' — &'(y) = (o(x))! A o(x) > 0)
P ist also korrekt, wenn (D [P]) gilt. Da D [P] einen Fixpunktoperator enthilt, brauchen wir, um
dies zu zeigen, noch das Konzept der Fixpunktinduktion.

Definition 43 (Zuléssiges Pradikat). Sei (D, C) eine ccpo. Ein Priadikat ¢ :: D = B heifit zuldssig,
wenn fiir alle Ketten Y in (D, C) gilt: Wenn ¢(d) = tt fiir alle d € Y gilt, dann auch ¢ (| |Y) = tt.

Zulassige Pradikate sind also stetig auf Ketten, auf denen sie iiberall gelten. Fiir zuldssige Pradikate
gibt es folgendes Induktionsprinzip:

Theorem 37 (Fixpunktinduktion, Scott-Induktion). Sei (D,LC) eine ccpo, f :: D = D eine
monotone und kettenstetige Funktion, und sei ¢ :: D = B zuléssig. Wenn fiir alle d € D gilt, dass aus
o(d) = tt bereits p(f(d)) = tt folgt, dann gilt auch p(FIX (f)) = tt.

Beweis. Nach Thm. 30 gilt FIX (f) = [ |{ f"(L)|n € N}. Da ¢ zuléssig ist, geniigt es also zu zeigen,
dass @(f™(L)) fiir alle n € N gilt. Beweis durch Induktion iiber n:
e Basisfall n = 0: Nach Def. 43 (0 ist eine Kette) gilt:

(L) = (L) = o (| ]0) = et
e Induktionsschritt n + 1: Induktionsannahme: o(f™(L)) = tt. Zu zeigen: ¢(f"+1(1)) = tt.

Aus der Induktionsannahme folgt nach Voraussetzung, dass tt = o(f(f*(L1))) = o(f*1(L1)). O

Nun zuriick zu unserem Beispiel. Mit Thm. 37 kénnen wir jetzt ¢ (D [P]) beweisen. Nach Definition
gilt:
D[P]o =7D[while (not (x == 1)) do (y :=y * x; x := x - D] (oly—1])

und damit

©(D[P]) = ¢(Ao. D[while (not (x == 1)) do (y :=y * x; x := x - 1)](o[y—1]))
= p(Ao. FIX(F) (o[y—1])

wobei F(g) =IF (B[not (x == 1)], go D[y :=y * x; x := x - 1], id).

Fiir die Fixpunkt-Induktion ist ¢ jedoch zu schwach, da ¢ nicht unter dem Funktional F' erhalten
bleibt. Wir brauchen dafiir also eine stéirkere Eigenschaft ¢':

J(f) = (Vo o' f(o) =o' = '(y) = o(y) - (0(x))! Ao(x) > 0)

Wenn ¢ (FIX (F)) gilt, dann gilt auch ¢(Ao. FIX(F) (o[y+ 1])). Fiir die Anwendung der Fixpunkt-
induktion (Thm. 37) auf ¢’ und F miissen wir noch folgendes zeigen:
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e ' ist zulissig (Induktionsanfang):
Sei Y beliebige Kette in (X — X, C) mit ¢'(f) = tt fiir alle f € Y. Zu zeigen: ¢/(| |Y) = tt.
Seien also o, o’ beliebig mit (| |Y) o = ¢’. Dann gibt es nach Definition ein f € Y mit f(o) = o’
Da ¢/(f) = tt, gilt o/(y) = o(y) - (6(x))! A o(x) > 0, was zu zeigen ist.
e Wenn ¢'(f) = tt, dann auch ¢'(F(f)) (Induktionsschritt):
Seien also o, ¢/ mit F(f)(o) = o’. Zu zeigen: o'(y) = o(y) - (o(x)).
Beweis durch Fallunterscheidung iiber B[not (x == 1)]o
— Fall B[not (x == 1)] o = tt: Dann gilt

F(f)(0) =(feDly :

y * x; x :=x - 1])(0)

= (foD[x := x - 1]o D[y := y * x])(0)
= (foD[x := x - 1)(olyo(y) - o(x))
= f(oly—o(y) - ox), xo(x) 1)) = o’

)-
Wegen ¢'(f) = tt gilt damit (o[y+—o(y)-o(x
auch insbesondere o(x) > 0. Auflerdem gilt:
o'(y) = (oly—o(y) o(x), x—o(x) = 1)(y) - ((cly—oly) - o(x), x—o(x) —1])(x))!

= (0(y) - 0(x)) - (o(x) = D! = o(y) - (0(x))!

— Fall B[not (x == 1)]] o=
Wegen F(f)(o) =id(f)(o ) ( ) folgt die Behauptung aus ¢'(f).

Damit gilt also auch ¢'(FIX (F')) = tt. Demnach auch ¢(D [P]).

), x—o(x)—1])(x) > 0 und damit o(x) > 1, also

7.2 Zusicherungen

Nach diesem Ausflug in die denotationale Semantik kommen wir nun wirklich zur axiomatischen
Beschreibung der Bedeutungsobjekte zuriick. Wir konzentrieren uns hierbei auf Aussagen iiber die
partielle Korrektheit eines Programms, die durch Zusicherungen ausgedriickt werden.

Definition 44 (Zusicherung, Hoare-Tripel, Vorbedingung, Nachbedingung). Eine Zusiche-
rung (Hoare-Tripel) ist ein Tripel { P} c¢{ @ }, wobei das Zustandspriadikat P die Vorbedingung und
das Zustandspradikat @) die Nachbedingung der Anweisung c ist. Zustandspridikate sind Funktionen
des Typs X = B.

Eine Zusicherung ist zuerst einmal also nur eine Notation fiir zwei Pradikate P und ) und eine
Anweisung ¢, der wir im Folgenden noch eine Semantik geben wollen. Intuitiv soll eine Zusicherung
{P}c{Q} aussagen: Wenn das Priadikat P im Anfangszustand o erfiillt ist, dann wird — sofern die
Ausfithrung von ¢ im Zustand o terminiert — das Pradikat () im Endzustand dieser Ausfiihrung erfiillt
sein. Terminiert die Ausfithrung von ¢ im Anfangszustand o nicht, so macht die Zusicherung keine
Aussage.

Beispiel 38. Fiir das Fakultéitsprogramm aus Kap. 7.1 konnte man folgende Zusicherung schreiben,
um die Korrektheit auszudriicken.

{x=n}y :=1; while (not (x == 1)) do (y :=y * x; x :=x - 1){y=nAn>0}

Dabei ist n eine logische Variable, die nicht im Programm vorkommt. Sie wird in der Vorbedingung
dazu verwendet, den Anfangswert von x zu speichern, damit er in der Nachbedingung noch verfiighar
ist. Wiirde man stattdessen

{tt}y := 1; while (not (x == 1)) do (y :=y * x; x :=x - D{y=xAx>0}
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schreiben, hétte dies eine andere Bedeutung: Dann miisste im Endzustand der Wert von y der Fakultét
des Endzustandswerts von x entsprechen. Technisch unterscheiden wir nicht zwischen ,,echten“ und
logischen Variablen, wir speichern beide im Zustand. Da logische Variablen aber nicht im Programm
vorkommen, stellen sie keine wirkliche Einschréinkung der Programmeigenschaften dar und haben im
Endzustand immer noch den gleichen Wert wie am Anfang.

Formal gesehen sind Vor- und Nachbedingungen in Zusicherungen Prédikate auf Zusténden, d.h. vom
Typ ¥ = B. Korrekt hitte die Zusicherung in Beispiel 38 also wie folgt lauten miissen:

{Ao.o(x)=0(n)}...{Ao. o(y) = (6(n))! Ao(n) >0}

Diese umsténdliche Notation macht aber Zusicherungen nur unnotig schwer lesbar. Innerhalb von Vor-
und Nachbedingungen lassen wir deshalb das Ao. weg und schreiben nur z statt o(x).

7.3 Inferenzregeln fiir While

Fine axiomatische Semantik gibt man wie eine Big-Step-Semantik als eine Menge von Inferenzre-
geln an. Diese Regeln definieren die Ableitbarkeit einer Zusicherung { P} c¢{ @ }, geschrieben als
F{P}c{Q}. Dies entspricht einem formalen Beweissystem, mit dem man partiell korrekte Eigen-
schaften eines Programms nachweisen kann. Fiir While lauten die Regeln:

Skipp: = { P} skip{ P} Assp: F{Plz— Ala]]}z := a{P}

G T 1PY (@) FlQ}e(R)
o F{P}Cl; CQ{R}

F{Ao. BbJoAP(o)} a1 {Q} F{o. B[bJoc AP(o) }c2{Q}
' F{P}if (b) then c; else c2{Q}

IFP

F{)Ao.B[bJoANI(o)}ec{I}
F{I}while (b) do c{Ao. "B[b]JoAl(c)}

WHILEp:

P—= P H{P}c{Q} Q = Q
F{P}c{@Q}

CONSp:

wobei Pz f] definiert sei durch

(Plz— fl)(0) = P(o[z— f(o)])
und P = P’ fiir Vo. P(c) = P'(o) steht.

Die Regel fiir skip ist einleuchtend: Was vorher galt, muss auch nachher gelten. Die Regel Assp fiir
Zuweisungen x := @ nimmt an, dass vor Ausfiihrung im Anfangszustand o das Pradikat P fiir den
Zustand o[z +— A [a] o] gilt. Dann muss auch der Endzustand P erfiillen — der in unserer operationalen
Semantik eben genau o[z +— A [a] o] ist.

Neben diesen beiden Axiomen bzw. Axiomschemata des Regelsystems sind die Regeln fiir die anderen
Konstrukte Inferenzregeln, die die Ableitung einer Zusicherung einer zusammengesetzten Anweisung
aus den einzelnen Teilen bestimmt. Fiir die Hintereinanderausfithrung c;; co gilt: Die Zusicherung
{P}c1; ca{R} ist ableitbar, wenn es ein Priadikat @ gibt, das von ¢; unter der Vorbedingung P ga-
rantiert wird und unter dessen Voraussetzung co die Nachbedingung R garantieren kann. In der Regel
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WHILEp ist [ eine Invariante des Schleifenrumpfes, die zu Beginn gelten muss und — falls die Schlei-
fe terminiert — auch am Ende noch gilt. Da partielle Korrektheit nur Aussagen iiber terminierende
Ausfiihrungen eines Programms macht, muss an deren Endzustand auch die negierte Schleifenbedin-
gung gelten.

Die letzte Regel, die Folgeregel (rule of consequence), erlaubt, Vorbedingungen zu verstirken und
Nachbedingungen abzuschwéchen. Erst damit kann man die anderen Inferenzregeln sinnvoll zusam-
mensetzen.

Beispiel 39. Sei P =if (x == 5) then skip else x := 5. Dann gilt:

rT#£5H — tt Ass
7 F{tt}x :=5{x=5} g
SKIPp CONSp

F{B[x == 5] }skip{x=5} F{-B[x == 5]}x := 5{x=5}
F{tt}if (x == 5) then skip else x := 5{x=5}

IFP

Beispiel 40. Die Fakultéitsberechnung mit einer Schleife (vgl. Kap. 7.1) ist partiell korrekt:

{x=n}y :=1; while (not (x == 1)) do (y :=y *x; x :=x - 1){y=nAn>0}

Assp A

F{x=n}y := 1{x=nAy=1} S
E
F{x=n}y :=1; while (not (x == 1)) do (y :=y *x; x :=x - 1){y=nAn>0}

Qp

A x=nAy=1= 1 B x=1AN] = y=n'An>0 c
: ONS
{x=nAy=1}while (not (x == 1)) do (y :=y * x; x :=x - 1){y=nAn>0} g

wobei I =x <0V (y-x! =n!Ax < n) die Schleifeninvariante ist.

l‘{[[Xl—)X—l]}X = x - 1{1} Assp

. F{-B[not (x == D]|AI}y =y * x; x :=x - 1{I}
"F{I}while (not (x == 1)) do (y :=y * x; x :=x - D {x=1AT}

SEQP

WHILEp

o Uk x ey wlly =y e o]
. F{z#1AT}y :=y x x{I[x—x—1]} v

Diz#1N] = ([[x—x—1])[y—y-x] da:

Bemerkenswert ist, dass fiir den Korrektheitsbeweis im Beispiel 40 keinerlei Induktion (im Gegensatz
zu Kap. 7.1 mit der denotationalen Semantik) gebraucht wurde. Stattdessen musste lediglich fiir die
Ableitung eine Regel nach der anderen angewandt werden — die Essenz des Beweises steckt in der
Invariante und in den Implikationen der Consp-Regel. Damit eignet sich ein solches Beweissystem aus
axiomatischen Regeln zur Automatisation: Hat man ein Programm, an dem die Schleifen mit Invarian-
ten annotiert sind, so kann man mit einem Verifikationsbedingungsgenerator (VCG) automatisch aus
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den Implikationen der notwendigen Consp-Regelanwendungen sogenannte Verifikationsbedingungen
generieren lassen, die dann bewiesen werden miissen. Da diese Verifikationsbedingungen Priadikate
auf einem Zustand sind, braucht man sich fiir deren Lésung nicht mehr um die Programmierspra-
che, Semantik oder dhnliches kiimmern, sondern kann allgemein verwendbare Entscheidungsverfahren
anwenden.

7.4 Korrektheit der axiomatischen Semantik

Wie schon in der Einleitung erwihnt, sollte man zeigen, dass das Regelsystem zur Ableitbarkeit von
Zusicherungen nicht widerspriichlich ist, d.h., dass es eine operationale oder denotationale Semantik
gibt, deren Bedeutungsobjekte die ableitbaren Zusicherungen erfiillen. Gleichbedeutend damit ist, dass
man fiir eine operationale oder denotationale Semantik beweist, dass die Regeln der axiomatischen
Semantik korrekt sind: Wenn - { P } ¢ { @ }, dann gilt auch @ auf allen Endzustédnden nach Ausfithrung
von ¢ in Startzustdnden, die P erfiillen.

Definition 45 (Giiltigkeit). Eine Zusicherung { P } c{ Q } ist giiltig (F { P} ¢{ @ }), wenn fiir alle
o, o’ mit (¢, o) | o’ gilt: Aus P(o) folgt Q(o’).

Theorem 38 (Korrektheit der axiomatischen Semantik).
Wenn - {P}c{Q}, dann F{P}c{Q}.

Beweis. Beweis durch Regelinduktion tiber - { P} c¢{ Q@ }.
e Fall Skipp: Zu zeigen: F { P } skip{ P }.

Seien o, o’ beliebig mit P(c) und (skip, o) |} ¢/. Mit Regelinversion (Skirps) auf (skip, o) || o
folgt o' = o, damit gilt auch P(o’), was zu zeigen war.

o Fall Assp: Zu zeigen: F { Plz+— Afa]] }z := a{P}.

Seien o, ¢’ beliebig mit P(o[x+— Afa] o) und (z := a, o) | o’. Zu zeigen: P(o’).
Mit Regelinversion (Assps) folgt o/ = o[z +— A [a] o] und daraus die Behauptung P(o”).

e Fall SEQp: Induktionsannahmen: F { P} ¢; {Q }undF {Q } co { R}. Zuzeigen: = { P} c1; c2{R}.

Seien o, o’ beliebig mit P(c) und (c1; c2, o) || ¢’. Dann gibt es nach Regelinversion (SEQgs)
ein o* mit (¢1, o) | o* und (¢, o*) |} o’. Aus {(¢1, o) || o* folgt mit der Induktionsannahme
F{P}ci{Q} und P(0), dass Q(¢*). Zusammen mit (cy, c*) || ¢/ und der Induktionsannahme
F{Q}c2{R} folgt R(c’), was zu zeigen war.

e Fall Irp: Induktionsannahmen: F { B[b)J] AP} c1{Q} und F { =B} AP} ca{Q}.
Zu zeigen: F { P }if (b) then ¢ else c2{Q }.

Seien o, ¢’ beliebig mit P(c) und (if (b) then c¢; else co, o) | o’. Beweis von Q(o’) durch
Regelinversion:
— Fall IFTTgs: Dann gilt B[b] 0 = tt und (c1, o) || o’. Wegen P(o) gilt auch (B[b] A P)(c) und
mit der Induktionsannahme E { B[b] A P} ¢1 {Q } folgt aus (c1, o) || o/, dass Q(do”).
— Fall IrFFFps: Analog mit der Induktionsannahme F { =B [b] AP }c2 {Q }.

e Fall WaiLEp: Induktionsannahme I: E { B[b] AT }c{I}.
Zu zeigen: F { I }while (b) do c¢{—-B[b] AI}.
Seien o, ¢’ beliebig mit (while (b) do ¢, o) |} o’. Zu zeigen: Wenn I(o), dann B[b] o/ = ff und
I(0’). Beweis durch Induktion iiber (while (b) do ¢, o) o
— Fall WHILEFFgs: Dann o/ = ¢ und B [b] o = ff. Daraus folgt direkt die Behauptung,.
— Fall WHILET Tg: Induktionsannahme II: B[b]o = tt, (¢, o) | ¢*, und wenn I(c*), dann
B[b] o' = ff und I(0’). Zu zeigen: Wenn I (o), dann B [[b] o’ = ff und I(0”)

/
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Mit der Induktionsannahme II geniigt es, zu zeigen, dass aus (o) auch I(c’) folgt. Wegen I (o)
und B[b] o = tt gilt (B[] A P)(o). Mit der Induktionsannahme I folgt aus (¢, o) | o*, dass
I(d").
e Fall Consp: Induktionsannahmen: P — P/, E{P' }c¢{Q } und Q' = Q.
Zu zeigen: F { P} c{Q}.

Seien o, ¢’ beliebig mit P(o) und (¢, o) | ¢’. Zu zeigen: Q(o’).
Wegen P = P’ folgt P'(0) aus P(0). Mit (¢, o) | ¢’ folgt aus den Induktionsannahmen, dass
Q'(0"). Wegen Q' = Q gilt damit auch Q(c"). O

7.5 Vollstandigkeit der axiomatischen Semantik

Korrektheit (Thm. 38) sagt aus, dass sich mit den Regeln der axiomatischen Semantik nur Eigen-
schaften beweisen lassen, die auch in der operationalen gelten. Umgekehrt bedeutet Vollstandigkeit
eines Kalkiils, dass sich alle richtigen Aussagen auch mit den Regeln des Kalkiils beweisen lassen. Fiir
die axiomatische Semantik bedeutet dies, dass wenn F { P} ¢{ @}, dann auch - { P} ¢{ @ }. Diese
Vollsténdigkeit wollen wir in diesem Teil untersuchen.

Definition 46 (Schwiichste freie Vorbedingung). Die schwdchste freie Vorbedingung (weakest
liberal precondition) wlp (¢, @) zu einer Anweisung ¢ und einer Nachbedingung @ ist definiert als

wip (¢, Q) = Ao. Vo', {c, o) || o/ = Q(o)

Sie beschreibt also gerade die Menge von Zusténden, die als Anfangszustand aller terminierenden
Ausfithrungen von ¢ nur zu Endzusténden in @ fiihren.

Beispiel 41. Die schwichste freie Vorbedingung fiir Q = Ao. ff ist die Menge der Anfangszustidnde
(als Préadikat betrachtet), fiir die ¢ nicht terminiert. Konkret:

wlp (while (true) do skip, ff)o = tt
wlp(y := 1; while (not (x == 1)) do (y :=y * x; x :=x - 1), filo=0(x) <0

Lemma 39. Fiir alle ¢ und @ ist wlp (¢, Q) die schwéchste mogliche Vorbedingung:

F{wlp(c, Q) }c{Q} und wenn, F{P}c{Q} dann P = wlp(c, Q)

Beweis. Zum Beweis von E { wlp (¢, Q) }¢{Q } seien o, ¢’ beliebig mit wlp (¢, Q) (¢) und (¢, o) | o’
Nach Definition von wlp (¢, Q) gilt Q(o’), was zu zeigen ist.

Sei nun F { P} ¢{ Q@ }. Zu zeigen: Fiir alle o mit P(o) gilt wlp (¢, Q) (o).
Sei also ¢’ beliebig mit (¢, o) |} ¢’. Wegen P(c) gilt dann nach £ { P}c{ @} auch Q(¢’), was zu
zeigen ist. n

Lemma 40. Fiir alle ¢ und @ gilt - {wlp (¢, Q) } c{Q }.
Beweis. Beweis durch Induktion iiber ¢ (@ beliebig).
e Fall skip: Zu zeigen: - { wlp (skip, Q) } skip{Q }.

Es gilt wlp (skip, Q) (o) = (Vo'. (skip, o) | 0/ = Q(¢’)) = Q(0). Damit folgt die Behauptung
aus der Regel Skipp.

e Fall z := a: Zu zeigen: - {wlp (z := a, Q) }z := a{Q}.
Es gilt wlp (z := a, Q) = Qx— A[a]], da

wlp(z := a, Q) (o) =o'.(z := a, o) | o/ = Q(o)
= (Vo'. o' = ol Afa] o] = Q(0")) = Q(ofx— Ala] o])
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Damit folgt die Behauptung nach der Regel Assp.

e Fall ¢1; ¢o:
Induktionsannahmen: Fiir alle @ gelten - {wlp (c1, Q) } c1 { @} und - {wlp (c2, Q) }c2{Q }.
Zu zeigen: F {wlp (c1; c2, Q) }er; e2{Q}.

Aus den Induktionsannahmen folgen F { wlp (¢1, wlp (c2, @)) } c1 { wlp (c2, @) } und

F{wlp(c2, Q) }ca{Q }. Damit gilt auch - { wlp (c1, wlp (c2, Q)) }c1; c2{Q } nach Regel SEqQp.
Daraus folgt die Behauptung nach Regel Consp, falls wlp (¢1; ¢2, @) = wlp (¢1, wlp (c2, Q)).
Fiir diese Implikation ist fiir alle o zu zeigen, dass wenn wlp (¢1; c2, @)o gilt, dann gilt auch
wlp (c1, wlp (c2, Q))o.

Sei also — nach Definition von wlp (-, _) — ¢’ beliebig mit (c¢1, o) |} o’. Zu zeigen: wlp (c2, Q) o’.
Sei also — wieder nach Definition — ¢ beliebig mit (c2, o’) |} o”. Nun bleibt zu zeigen: Q(c”).
Aus den Annahmen (c1, o) |} o’ und (ca, o’) |} o” folgt, dass (¢1; ca2, o) || o”.Dawlp (c1; c2, Q) o,
folgt die Behauptung Q(o’) nach Definition von wlp (_, ).

e Fall if (b) then c¢; else co:
Induktionsannahmen: Fiir alle @ gelten - { wlp (¢1, Q) } c1 { Q@ } und - {wlp (c2, Q) }c2{Q }.
Zu zeigen: F { wlp (if (b) then c¢; else ¢y, @) }if (b) then c¢; else 2 {Q}.

Sei P definiert als
P(o) = (B[b]o Awlp (c1, Q) o) V (=B[b] o Awlp (c2, Q) o)

Dann gilt mit ¢ = if (b) then c; else ca:
A B

—(Pleiq)
F(vin (e Q)e{Q)

wlp (¢, Q) = P P Q= Q

CoONSp

wobei mit den Induktionsannahmen gilt:

BRIANP = wlp(c1, Q) F{wlp(cr, @) }a{Q} Q= Q
. F{B]AP}a{Q}

A

CONSp

B: “B]AP = wlp(c2, Q) F{wlp(c2, Q) }e2{Q} Q= @
' F{-B[b]AP}e2{Q}

Die Implikation wlp (¢, @) = P wird wie im Fall ¢1; ¢y gezeigt.

e Fall while (b) do ¢: Induktionsannahme: - {wlp (¢, Q) } c{ Q@ } fiir alle Q
Zu zeigen: F { wlp (while (b) do ¢, @) }while (b) do c{ @ }.

CoNSp

Sei P = wlp (while (b) do ¢, @). Wir wollen zeigen, dass P eine Schleifeninvariante ist. Mit der
Induktionsannahme, spezialisiert auf ) = P, gilt dann:

B} NP = wlp(¢, P) F{wlp(e, P)}c{P}
F{B[]ANP}c{P}
F{P}while (b) do c{-B[b]AP}
F{P}while (b) do c{Q}

CONSp

WHILEp —-B[)JANP = Q

CONSp

Wir miissen dazu aber noch die Implikationen der Consp-Anwendungen nachweisen:

— =B[b] NP = Q: Sei o beliebig mit =B [b] o A P(c), also insbesondere B[b] o = ff. Dann
gilt (while (b) do ¢, o) | o nach Regel WHILEFFgs. Wegen P(o) folgt damit Q(o) nach
Definition.

~ B[] NP = wlp(c, P): Sei also o beliebig mit B[b] o A P(0). Zu zeigen: wlp (¢, P)o.

Sei also o’ beliebig mit (¢, o) |} o’. Zu zeigen: P(c’).
Da P = wlp (while (b) do ¢, @), sei also ¢” beliebig mit (while (b) do ¢, o') |} o”. Zu
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zeigen: Q(c”).
Wegen (¢, o) || o/ und (while (b) do ¢, o’) | ¢” gilt auch (while (b) do ¢, o) | ¢” nach
Regel WHILET Tps. Mit wlp (while (b) do ¢, Q)o (= P(0)), folgt Q(o”). O

Theorem 41 (Vollstéindigkeit der axiomatischen Semantik).
Wenn E {P}c{Q} dann - {P}c{Q}.

Beweis. Nach Lem. 39 und 40 gilt:

P = wlp(c, Q) F{wlp(c, Q) }c{Q} Q= Q
F{P}c{Q}

Korollar 42. F{P}c{Q}gdw.F{P}c{Q}.

CoNsp O

7.6 Semantische Pridikate und syntaktische Bedingungen

Beispiel 41 suggeriert bereits, dass es keinen Algorithmus geben kann, der die Ableitbarkeit von
F{P}c{Q} entscheiden kann — sonst wire auch das Halteproblem losbar: Seien P = Ao. tt und
Q= Mo. ff. - {P}c{Q} charakterisiert dann all die Programme ¢, die niemals anhalten. Ebensowe-
nig ist wlp (¢, @) berechenbar. Dies liegt an der Regel Consp, da Implikationen zwischen beliebigen
Priadikaten P und P’ nicht entscheidbar sind, man aber auf diese auch nicht verzichten kann. Ein
automatisches Verifikationssystem, das alle Programmeigenschaften beweisen kann, ist also auch mit
axiomatischer Semantik nicht méglich.

Damit ein solches System iiberhaupt arbeiten kann, braucht man eine symbolische Darstellung der
Pradikate. Dies ist aber nichts Anderes als eine Unterscheidung zwischen Syntax und Semantik! Die
Menge der Zustandspradikate ist die Menge der semantischen Bedeutungsobjekte fiir Vor- und Nach-
bedingungen — wir haben also bisher nur mit den semantischen Objekten gearbeitet. Jetzt fehlt uns
noch die Syntax und die Interpretationsfunktion [_], die aus den syntaktischen Ausdriicken wieder
das semantische Pradikat gewinnt. Genau genommen sind unsere notationellen Vereinfachungen der
Zusicherungen aus Kap. 7.2 bereits ein halbherziger Versuch, Syntax fiir Bedingungen einzufiihren.

Syntaxdefinitionen fiir Bedingungen iiber einem Zustand (= Variablenbelegung) sind aber schon aus
der Vorlesung ,, Formale Systeme“ bekannt: Aussagenlogik, Logik erster Stufe, Logiken héherer Stufe.
Je nach Art der Anwendung des axiomatischen Kalkiils wéhlt man die eine oder andere aus: Aussa-
genlogik und entscheidbare Teilmengen der Logik erster Stufe sind bei automatischen Beweissystemen
beliebt, die gewisse, in der Regel nicht-funktionale Eigenschaften von Programmen vollautomatisch
nachweisen wollen.* Beispielsweise gibt es Generatoren fiir Schleifeninvarianten, die aus einem Pool
von haufigen Invariantenmustern mogliche Instanzen auswihlen und diese mit dem axiomatischen
Kalkiil fiir eine Schleife als invariant nachzuweisen versuchen.

Wechselt man von semantischen Préidikaten in den Vor- und Nachbedingungen auf syntaktische Be-
dingungen innerhalb einer solchen Logik, iibertragen sich nicht alle Eigenschaften, die wir in diesem
Kapitel untersucht haben. Korrektheit (Thm. 38) ist in jedem Fall gewéhrleistet, sofern die Operatio-
nen _[-— _J, Ao. _(¢) A (o) und B[b], die in den Regeln vorkommen, auch in der Syntax semantisch
korrekt umgesetzt werden.

4Reine Aussagenlogik ist entscheidbar (SAT). Universell quantifizierte Implikationen aussagenlogischer Formeln mit
Arithmetik auf ganzen Zahlen, also Logik nullter Stufe, wie wir sie brauchen, ist dagegen nicht entscheidbar — Arithme-
tik mit Addition und Multiplikation brauchen wir wegen den arithmetischen Ausdriicken im Programm, die universell
quantifizierten Implikationen stammen aus P = P’ der Regel CONSp. Deswegen verwenden solche Beweissysteme
heute meist Arithmetik auf Zsz (oder Zgs) und konvertieren die Formel in eine boolesche Formel fiir einen SAT-Solver.
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Vollstindigkeit (Thm. 41) ldsst sich dagegen nicht automatisch iibertragen: Es ist nicht klar, dass
fiir alle syntaktischen Bedingungen @ die schwiichste Vorbedingung wlp (¢, [Q]) und alle Zwischen-
bedingungen (z.B. die Schleifeninvarianten), die fiir die Ableitbarkeit von - { wlp (¢, [Q]) } c¢{[Q] }
benotigt werden, in der Logik syntaktisch ausdrickbar sind. Ein Beispiel dafiir haben wir schon in
der Ubung gesehen: Die Spezifikation fiir den schnellen Divisionsalgorithmus benétigt nur Additi-
on und Multiplikation. Die Invarianten fiir die Schleifen brauchen aber Exponentiation, die in Logik
nullter Stufe mit Addition und Multiplikation ausgedriickt werden kann. Man zeigt deshalb relative
Vollstindigkeit, indem man eine Logik, meist Logik erster Stufe, wihlt, fiir die man die Ausdriickbar-
keit der schwichsten Vorbedingung zeigen kann. Damit wilzt man das Entscheidbarkeitsproblem auf
die den Bedingungen zugrunde liegende Sprache ab.
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